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淺談數學特色課程
許志農　教授

國立臺灣師範大學數學系

壹、前言

十二年國教的開展，數學特色課程成為每個學校必須規劃與實施的數學選修課程。

如果必修的數學課本是屬於普及課程，每位學生都要學習的內容，那麼無疑地，選修的

數學特色課程就屬於小眾課程，開給對數學有興趣的學生，而其實施方式與內容也可以

依各校的條件有所差異。照理說，數學特色課程不應把重點放在「加強數學內容的縱

深，或增加數學知識的廣度」；而是應著重於「如何活用數學與欣賞數學，特別是跨領

域的橫向應用與欣賞。」這裡引用偉大的數學科普作家馬丁‧加德納的兩段文字：

“我一向覺得引發青少年學生動機的最佳方法是給他們做趣味的問題─就是有強烈

遊戲意味的問題。他們將樂於去做而且從其中學到有意義的數學。我想，趣味數學的價

值愈來愈受到教師及教科書作者的重視。” 馬丁．加德納

“趣味數學和嚴肅數學之間的界限是很模糊的⋯⋯40年來，我一直在竭盡全力說服

教育工作者，趣味數學應該納入正規的教學課程。在教學中應該定期介紹趣味數學，這

種方式能引發學生對數學的興趣。但到目前為止，這方面的改革還沒有什麼進展。”

 馬丁．加德納

從這兩段箴言可以清楚的瞭解：數學特色課程應該以趣味數學為選材標準。然而，

將數學簡單化、通俗化、趣味化與藝術化的數學特色課程也並不是只開給對數學有興趣

的學生修的，更大的可能是吸引能夠領略到數學的形式或形態之美的學生修的：

“並不是非得成為畫家才能欣賞美術作品，也並不是非得成為音樂家才能欣賞美妙

的音樂。我們想要證明的是，一個人不必成為數學家，也能夠領略到數學的形式與形態

之美，甚至是一些抽象的概念。” 耶谷提耳‧金斯伯格（Jekuthiel Ginsburg）

數學特色課程的開展可謂對數學感興趣的學生搭起一座橋，開啟數學學習典範新的

扉頁，達到高中數學課程目標。本文是要介紹筆者於從事數學教育計畫服務或指導研究

生時所開發設計的數學特色課程。為了方便起見，把內容歸類為以下六大類：「艾雪鑲

嵌」、「拼圖美學」、「數學遊戲」、「勾股殿堂」、「無字證明」、「數學趣題」等。
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貳、範例

一、融合藝術與數學的「艾雪鑲嵌」：

《艾薛爾鑲嵌藝術》是筆者與我的研究生所開發設計的一套數位產品，基本上以Adobe的

Flash軟體設計而成。主要是用動畫的影片來描述與說明荷蘭版畫家艾薛爾（M. C. Escher）一生所

畫137幅平面鑲嵌作品的數學原理。沈玟妤老師是設計與開發這些數位產品的第一位研究生，她設

計了教學版、拼圖、著色與工作單，我的後面學生（瑞甫、雅婷、欣樺、勁緯、章瑋、國書與肇

嘉等）就根據玟妤開發的版式，將艾薛爾的137幅平面鑲嵌作品陸續做出數位產品。艾薛爾鑲嵌藝

術是跨界的結合，它揉合了數學、美術、音樂與電腦科技，算是一種數學文化創意產業。民國103

年2月27日至6月2日，故宮的《錯覺藝術大師-艾雪的魔幻世界畫展》中，我們幫忙設計四幅艾薛

爾的鑲嵌版畫動畫，一起在這次展覽中呈現；而民國103年10月至104年1月，高雄美術館接續展

《艾雪的魔幻世界畫展》，我們亦幫高美館的艾雪展製作六支一分鐘的艾雪鑲嵌影片及設計一個

奇異蜥蜴鑲嵌杯墊，也廣受歡迎。

我們開發的這些數位產品與工作單可以從艾薛爾鑲嵌藝術光碟片取得或者到筆者的個人網站

《非想非非想數學網》觀看，網址為http://pisa.math.ntnu.edu.tw/now-exhibition/escher

 圖1  圖2

二、具文化特色的「拼圖美學」：

在加州史丹福大學同步輻射實驗室，古文物復原專家運用紫外光與數位圖像電腦處理技術，

讓阿基米德發明的一道遊戲重現天日。在1998年10月30日，《紐約時報》頭版登了一則報導：紐

約佳士得拍賣會上，有一本其貌不揚的古書，以美金200萬的高價成交。從外表看，這本書就像是

中世紀某位修士的祈禱書，磨損不堪，布滿燒焦、水漬、發霉的痕跡。然而在祈禱文的下方，隱

約可看見幾乎被擦拭掉的、傳抄自古代科學家阿基米德的抄本。這祈禱書是教士約翰‧麥隆納斯

於西元1229年4月14日抄寫，想在耶穌復活周年日，當作禮物獻給教會。羊皮紙從古代中世紀開始

使用，由於價值極為貴重，通常經過皮面刮削後，重新書寫，被稱為再生羊皮紙，麥隆納斯將祈
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禱文書寫在再生羊皮紙上。透過高科技的掃描，祈禱書最後一頁原本是阿基米德稱

為《胃痛拼圖》的一篇文章。該文章並非談身體的疼痛，而是在論述一道組合學的

問題，而且附了一個正方形的插圖：

 圖3

在這再生羊皮書上，阿基米德所給的答案是17152種！這答案經過電腦科學家比

爾‧卡特勒驗證無誤，卡特勒也指出：將旋轉或者鏡射視為同一種的話，仍然有

536種不同的拼法。事實上，幾位鼎鼎有名的數學家，如隆‧格拉罕及金芳蓉夫婦

檔，都只靠紙與筆就算出這個數字。

三、老少咸宜的「數學遊戲」：

在1986年，臺灣舉辦「電腦冠軍挑戰人腦」的國際大賽，應昌期圍棋教育基金

會提供百萬美元獎金，徵求打敗人腦的電腦圍棋程式，一直到2000年，都歡迎對人

工智慧有興趣的朋友，加入電腦圍棋的行列。後來由於人工智慧的發展無重大突

破，這項競賽就停辦了。然而，在1997年5月，專門用以分析西洋棋的超級電腦深

藍（Deep Blue，IBM 開發）擊敗西洋棋世界冠軍卡斯巴羅夫（Garry Kasparov）。

在2016年3月9日Google人工智慧AlphaGo和南韓圍棋大師李世 的人機對決引發了

全球關注，首戰AlphaGo獲勝。

上述故事告訴我們：人工智慧的重要性，或許人類的未來會被人工智慧所包

圍，因此，學會寫些或瞭解人工智慧是一項重要的課程。圍貓遊戲是心理學家所設

計出來的一道屬於人工智慧的數學遊戲，遊戲背景是平面上放置許多排列整齊的圓

圈，一隻貓位於正中央的圓圈上，而有少許的圓圈是黑色。這是一場圍貓者與貓的

鬥智遊戲，圍貓者每次可以點選一個圓圈讓它變成黑色，而貓每次必須移動到鄰近

還尚未變成黑色的圓圈上。當貓被黑色圓圈圍住時，貓就被捉擒了，但若貓跑出所

有的圓圈外，則圍貓失敗。這遊戲是心理學家發明的，心理學家把貓視為需要接受
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輔導的對象（如叛逆的學生），而圍貓的人是輔導人員（如學校的導師），而黑色圓圈是貓的朋

友，輔導人員或學校導師必須透過這些朋友的幫忙，將貓咪圍起來才算輔導成功。

 圖4

四、廣為人知的「勾股殿堂」：

在《勾股藝術殿堂》裡，我們將所蒐集到有關勾股定理的證明，經過中文化與一致化後呈現

在這專欄內。一百年前，美國數學教師魯米斯蒐集到371個來自世界各地，縱貫古今的勾股定理證

明，並寫成《勾股定理》一書，而網頁興起之後，Alexander Bogomolny 在自己的網頁上蒐集了

111個勾股定理的證明。這些是我及我的學生開始工作的起點。

下圖中，左圖是希臘為紀念《幾何原本》上的勾股定理證明所發行的郵票圖形，右圖是我的

美工安蓉所畫的揹姑娘勾股圖。

 圖5  圖6
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三國時代魏國數學家劉徽在《九章算術注》裡，利用「割補術」作了「青朱出

入圖」來證明勾股定理，如下圖所示：

 圖7　劉徽的「青朱出入圖」

劉徽的割補術被中國數學家吳文俊稱之為「出入相補原理」，它指的是「一個

平面圖形由一處移至他處（可以透過平移，旋轉及翻面來移動），面積不變。又若

把圖形分割成若干塊，那麼各部分面積和等於原來圖形的面積，因而圖形移置前後

諸面積間的和、差有簡單的相等關係。立體的圖形也是這樣。」這種的推理方式，

從劉徽之後一直是中國古代數學推導圖形面積（或體積）公式的方法。

特別地，當勾股定理的證明中，只用到「以盈補虛、損廣補狹、出入相補」

時，這個證明往往會產生有趣的拼圖問題，我們把這種證明叫「勾股拼圖式證

明」。例如，劉徽「青朱出入圖」的勾股證明會形成下圖這道有趣的拼圖：

 圖8



6

勾股拼圖式證明的證明方式就是把兩股所圍的正方形，透過適當的切割，然後再將切割所得

的拼塊貼滿斜邊所圍出的正方形。這類形的證明可以發展成拼圖的益智遊戲，在已知的五六百個

勾股定理的證明中，板橋高中蘇章瑋老師把所有拼圖式證明都用Flash軟體，設計成28個拼圖遊

戲，希望這些拼圖遊戲是老少咸宜的益智遊戲，而且有些勾股拼圖遊戲的封面還設計了一分鐘的

勾股表演，表演內容是取自勾股定理的一些故事。

五、按圖索驥，不證自明的「無字證明」：

L. A. Steen 在MAA上寫道：「作為一名教師，我經常督促學生記住這些蘊涵有關鍵數學關係

或定理本質的幾何圖。對多數人而言，在證明過程中，視覺的記憶通常比直線性的記憶更為有效

果。此外，一個內蘊有豐富關係的有品質圖表，它內含有真正的數學等著被我們認知與語言表

達。因此，把此作為一個策略來幫助學生學習數學，無字證明往往比用文字證明更準確。」

數學的證明是一種說服的過程，而近年來，在西方的數學教育文獻裡，不時可見所謂「無字

證明」（Proof without Words）的範例，例如：

 圖9

在高中，這等式通常是用數學歸納法來證明，過程只是符號的操演，但「無字證明」至少可

以當作一種輔助的工具，賦予式子較具體的解釋，進而說服學生接受它們的正確性。

所謂「無字證明」或叫做「圖說一體、不證自明」是指將數學公式或不等式用簡單、有創意

且易於了解的幾何圖形來呈現的意思。「無字證明」並不是不需要文字說明就可以完全理解，而

是僅需極少的解釋就能說服的意思。愈是好的「無字證明」，所需的輔助文字愈少。「無字證

明」並不是新產物或新的名詞，回想國中時，畢氏定理的幾何證明就有點像無字證明的模式。
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至於「無字證明」為何經常用幾何圖形來呈現呢？這可用華羅庚的數學詩「數

缺形時少直觀，形少數時難入微，數形結合百般好，隔離分家萬事休。」來說明，

這數學詩道盡數學領域裡的「代數」與「幾何」相結合的重要性。

下圖是周伯欣在2014年11月6日晚上，躺在床上準備就寢時想到有關「算幾不

等式」的「無字證明」，他將此無字證明投稿在《數學傳播》上：

 圖10

>

《十牛圖》是宋朝廓庵禪師所寫有關「禪宗修行﹑求法」的書，一共有十章，

後來他又寫了十首小詩來闡釋這十章的精神，最後索性只畫十張圖讓讀者體會整本

書所要傳遞的佛境。這十張圖就是有名的十牛圖，廓庵認為視覺的圖能勝過嘴裡吟

唱的詩，而詩也會勝過文字所堆砌出來的文章。

 圖11　第六圖：騎牛歸家

我經常把「無字證明」比喻為數學裡的「十牛圖」。
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六、寓數學於娛樂的「數學趣題」：

誠如馬丁．加德納說的：“我一向覺得引發青少年學生動機的最佳方法是給他們做趣味的問

題─就是有強烈遊戲意味的問題。他們將樂於去做而且從其中學到有意義的數學。我想，趣味數

學的價值愈來愈受到教師及教科書作者的重視。”數學趣題是引起學生學習數學的觸媒或催化

劑。蒐集數學趣味，把它改寫成可以再課堂上使用的教案，無疑是另一種特色課程。我們就以孔

明棋或單人跳棋為例，提出底下的簡短教案。

首先，在棋盤上擺放若干顆棋子。然後，讓棋子跳到它相鄰棋子旁邊的空位上，而這顆被跳

過的棋子就拿掉，但只能上下跳或左右跳，不能斜著跳。遊戲中的每一步棋都要用跳的。如果跳

到後來，沒有一顆棋子可以跳，遊戲就結束。一般都會要求結束時，棋盤上只剩一顆棋子，而且

這棋子最後能跳至棋盤的中央最完滿。

當擺放的棋子呈現下圖分布時，有一個專門名字，叫拉丁十字。這拉丁十字是可以跳到只剩

一顆的，關鍵在於從那顆棋開始跳，試試看吧！

 圖12

另一個有趣的排列叫希臘十字，它也可以跳到剩一顆喔！

 圖13
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1716年，德國數學家萊布尼茲在一封給朋友的信裡寫到：「最近我常玩一種單

人跳棋，覺得很有意思。不過我的玩法和一般人剛好相反。他們是把一顆棋子跳過

另一顆，到隔壁的空位，被跳過的棋子就拿掉。因此，棋盤上的棋子越來越少，最

後只剩一顆。但我認為建設比破壞更好玩。開始的時候，棋盤上只放一顆棋子，當

它跳過一個空位，就在空位上擺一顆棋子。這樣，我們就可以問自己，能不能跳出

這樣或那樣的圖形。如果能破壞某個圖形，當然應該也能重建它。你或許會問，這

樣做有什麼意義。我只能解釋，是為了增加自我的創造力。我們若想掌握創造事物

的方法，就必須經過合理的學習。」

參、結語

在前節範例說明的六大類裡，各列舉了一道精心設計的數學特色課程範例，希

望這範例能達到拋磚引玉的功效，讓從事數學教育的工作者或中學數學老師能開發

出更多具有特色的數學活課程。
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壹、前言

多元選修課程提供學生能夠依興趣、性向、能力與需求開設課程，就教師端而言，許多在部

定課程當中沒有時數、沒有空間而沒有機會操作的課程，在多元選修課程都有進行的機會。例

如：就數學課程而言，配合課本的三角函數課程，即可安排實地的測量課程；結合部定的機率期

望值課程，即可規劃機率遊戲競賽課程；而平面與空間系列，亦可加入許多動手操作的元素⋯等

等。大直高中數學科近十年來，皆持續舉辦結合遊戲性質的數學週系列活動，例如：闖關活動、

戲說數學家、密室脫逃⋯等等。遊戲本身的本質，就是數學的邏輯，故希望藉由遊戲的進行，培

養學生數學邏輯的思維與團隊合作的精神。

另外，在數學的教學過程中，筆者發現學生對數學的理解與表達並沒有同步開發的。常常學

生的表現已經了解某項觀念，但是實際上無法完整的表達出來，這跟現今教育環境的評量有很大

的關係。數學科一直以來都很偏重紙筆測驗，然而，若學生能夠運用數學語言，完整表達數學概

念，在理解的層面又更上一個層次。

所以這個GRO課程希望透過數學與解謎遊戲的設計與結合，除了借由遊戲提高學生學習數學

之動機，使學生了解數學與生活中的應用與連結並增廣數學概念，補足高中課程中沒有提及之數

學知識外，更希望透過在解謎的過程中，團隊的溝通、概念精準的表達，以加強數學語言應用。

貳、規劃課程動機與過程

近年來，各校皆辦理各式數學課程活動，這些課程大多由各校數學科教學團隊各自設計，而

考量到設計的時間、人力和教材等成本，這些限制往往無法讓許多課程有太多發揮的空間，而各

校發展出很多很棒的課程只用在自己學校的學生身上也有點可惜。因此，我們聚集了10個學校的

數學老師，花費近半年時間討論製作及修正，在各校老師想法及專長的發揮下，設計了這項數學

解謎課程活動：GRO。

數學團隊解謎課程∼ GRO
董涵冬 老師

臺北市立大直高級中學
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此活動以現在班級人數約30到40人左右均可全體參與；老師若熟習活動流程

後，只需1至2名老師便可全程帶領；活動進行期間，需要學生進行討論及交流，教

師在開場說明後，從旁協助並檢核學生討論結果即可。

此課程所運用的數學知識包含國高中課內的數學概念，亦有課外的趣味數學，

內容多元且廣泛，若遇到學生有先備知識的問題，可透過會場海報及學習單等方式

進行協助。

參、課程教案分享

【解謎課程活動的進行流程一覽表】

主題 進行說明 時間 教學資源

一、進場 學生進入活動會場，領取識別證後就座 5分鐘 識別證

二、開場 教師播放開場影片 1:19 影片

三、規則說明
教師播放活動開場簡報，說明遊戲進

行目標
5分鐘

Prezi活動開

場簡報

四、活動進行
學生進行解謎

教師檢核學生解謎之成果
約45分鐘

海報

各主題教具

五、結尾
解謎時間結束，教師進行結尾、課程

說明，發放學習單
5分鐘 學習單

一、進場：

學生在一開始進入活動會場時，就會拿到一張識別證，這張識別證是活動進行

期間學生的「身分證」，正面有他的代號和身分，如下圖，這位學生在活動期間的

角色為奈及利亞居民。

 圖14



12

識別證的背面有著該角色所知道的知識或是擁有的道具，像這位奈及利亞的居民身上就有熱

能供應器的某四塊模組（這四塊模組會裝在袋子、直接夾在名牌上）。

全班每一位同學拿到的名牌內容皆不相同，但是透過彼此的分享與溝通，他們慢慢可以找到

需要他們知識的那個人，或是需要解任務的學生可以找到身上有道具的同學幫忙。每個人的識別

證上的知識、任務、道具皆來自於不同洲的問題。例如：這位密碼學家名牌上的知識分別用途說

明如下表：

 圖15

名牌後文字 說明

解開儀表板密碼的關鍵
此資訊呼應他的角色。

儀表板是用來解決大洋洲淹水的問題。

5塊農田可連結成一區農地 農田知識是用來解決亞洲的傳染病問題。

就是找出施法效果好的地方 施法效果是用來解決非洲的傳染病問題。

從這個表格可以清楚的看見，這個學生被賦予的任務或是擁有的道具，不一定來自同一洲，

他必須透過跟其他同學的互動與交流，才能知道這些資訊正確對應到哪一洲。也有其他學生拿到

的識別證不一定有任務，但是可能會有一些解任務用的教具。

二、開場：

當學生領完名牌就座後，任課老師即可搭配影片進行活動故事的說明，故事如下：

歐洲著名生化科技公司（Bust’ Chd NYM）為了推銷自己公司的各式產品，他們設計了一系

列針對全球性的天災人禍，企圖獲得大家的肯定與重視⋯⋯

Bust’ Chd NYM在地球上空排放了許多放射線物質導致環境氣候劇烈的變遷，歐洲從此進入

了冰河時期；大洋洲也因為氣候的劇烈變化，赤道區域的海平面漸漸上升，海水很快地就會漫過

大洋洲；另外空氣中的放射物質隨著雨水的傾瀉，亞洲與非洲等地的居民也開始爆發了傳染病的
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大流行。

由我們這些老師組成的全球救難組織（Global rescue organization，簡稱

GRO），委託各方專家，也就是各位同學，分別解決歐洲、大洋洲、非洲、亞洲

處理各地要面臨的棘手問題。

三、規則說明：

接著任課老師搭配投影片進行遊戲說明，包括遊戲規則、大家的身分、還有時

間限制等等。當遊戲規則說明完畢後，就可以按下倒數計時鍵，讓學生開始進行解

謎。

四、活動進行：

活動一開始，學生很容易群龍無首，不知道要做什麼，不過，慢慢的班上會有

一些領導人物出來統整大家手邊的資訊、再適時的把工作分配下去（通常默契良好

的班級可在約10分鐘後理出頭緒，即使狀況較慢的班級，也能在約20分時進入狀

況）。

接著，當各位同學將對的資訊湊在一起、解決完他們的任務時，必須到教室前

方找老師確認他們解出的方法是否能夠拯救該洲的問題，這時，學生必須使用適當

的數學語言敘述他們如何解決該洲的問題，這個部分，很多學生因為敘述不夠完

整，以至於被老師打回票。以歐洲其中一條任務「找出啟動熱能供應器的熱能來

源」這項任務為例，這項任務擁有的資訊如下：

知識：啟動熱能供應器的物品是個表裡不一的東西

知識：寶石藏在石頭內，石頭外表的顏色跟石頭裡面的寶石顏色不一樣

道具：石頭出土時的照片

 圖16

道具：五顆寶石的鑑定書（內含有資訊）

 圖17

任務：找出啟動熱能供應器的熱能來源
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當這些同學把以上資訊湊在一起後，依據石頭出土照片排列

順序，就可以推理出「熱能供應來源是紫石頭裡面的紅寶石」。

但是，老師檢核時，就會詢問「為什麼」，這時候就會看到學生

在使用數學語言方面的不足，有時候表達得沒有邏輯性，有時候

表達的順序跳來跳去，不過也有發生學生無法完整表達時，其他

的學生幫忙補強，然後你一言我一句像是接力的方式完整的敘述

完畢。

肆、課程辦理場次與回饋

一開始我們只在共同設計的學校辦理，但是漸漸發現，有其他學校數學科教師對這樣解謎活

動也有興趣，再加上這個課程複製性高、教師易上手、學生活動成效顯著，因此我們陸續將此活

動推廣到各校，甚至臺北市以外的學校，像是宜蘭羅東高中、高師大附中、新北三重商工⋯等。

截自105年底為止，這個課程已經在全臺各地辦理了一百多場。

在設計階段時，我們有針對學生的先備知識和互動模式上進行活動的設計及調整，但是雖然

做了很多次的模擬，卻很難去預測學生在跑活動時的感覺和反應會是如何。而後在跑了數十場次

的活動後，學生所呈現的狀態彰顯了許多對這活動的價值，有些地方帶給老師們很多意想不到的

驚喜。

這套GRO課程，從一開始單純只想要辦理跨校數學週的解謎課程，發展到最後，意外的辦理

了上百場，社群教師討論覺得可能原因有以下幾項：

1 選用的數學內容生活化，學生能夠實際運用所學的知識。

2 謎題設計實例化，學生很容易了解謎題（雖然不一定解得出來）。

3 學生透過團隊合作解謎，比起單打獨鬥，提升學生參與的興趣。

4 學生不只要解出謎題，還要能將解決的問題敘述給老師聽才能過關，比起傳統的紙筆評量，更

能訓練學生的表達與理解能力。

各校老師對於這套課程也表示相當的肯定：

陽明高中王老師表示：「這次數學週所開發的課程十分有趣且實用，學生可結合課堂上所學

的數學知識應用在數學週的解謎中，從解謎的過程培養策略推理、團隊合作及默契的考驗，也創

造了數學課堂的無限可能。」

永春高中柯老師表示：「透過數學遊戲競賽，讓大家團結合作，發揮自己的所長，不同的邏

輯思考，在解出題目那一刻有很大的成就感，讓學生對數學又產生了興趣，也不再覺得數學很枯

燥。」

 圖18



15

華江高中吳老師表示：「這個活動將數學包裝在遊戲中，不僅培養學生的邏輯

推理能力，更能增進學生對班級的向心力與榮譽感！期待在華江高中辦理時也能激

盪出不同的火花。」

宜蘭羅東高中前來觀摩的陳老師表示：「在這一節課中，平時坐在講臺底下安

靜的學生，全部搖身一變，化身為拯救世界的各行各業的菁英，為了化解四大洲的

危機而齊聚一堂，考驗著學生們在有限時間內，解決問題的能力。每個人都想盡辦

法去完成與解決自己任務，也透過集思廣益一同去破解一道道危機，雖然無法如英

雄電影情節般每個班都成功拯救地球，但每個人在結束的當下仍然不放棄去破解最

後一道難題，連要拍合照學生還沉迷在最後一道問題中，可想而知這活動帶給他們

有多大的樂趣與興致。」

伍、結語

整個動態解謎課程活動的流程與希望能培養學生相關的能力概念圖如下圖，其

中各個項目環環相扣，整個課程進行中，除了反映出各班的互動現象與團隊合作默

契之外，亦可看出各班的領導分配執行狀況。

溝通

解決

檢核

‧使用數學語言溝通

‧資訊分享、篩選與過濾

‧積極與團隊互助的態度

‧使用數學概念推理解謎

‧邏輯思維的應用

‧透過小組討論培養獨立思考與判斷

‧使用數學語言表達

‧展現組織與分析能力

這個數學團隊解謎課程我們亦持續辦理與推廣，各校任何老師若有興趣，歡迎

直接與大直高中數學科老師接洽。

（相關場次可上本課程官方網站，官網QRcode如右圖）。
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壹、前言

隨著臺灣社會之變遷，普通高級中學從過去的菁英教育轉變成現在的普及教育，並且扮演著

銜接國民義務教育與高等教育的角色，也因此隨著九九課綱、一Ｏ二課綱到一Ｏ七課綱，課程結

構與課程內容不斷的修正，學者林永豐（2010）提及現今普通高中教育的功能主要有陶冶、試

探、分化及準備，並兼顧共同性、基礎性、選擇性與專業性等四個原則，而其中的「選擇性」指

的是因應學生的個別差異、興趣與性向發展，學校的課程須讓學生有選擇性，可以選擇適合自己

程度或有興趣或能配合其未來生涯發展所需要的課程，因此「多元選修」課程孕育而生。

十二年國教的課綱中規劃提高選修課程比重，希望仿大學修課模式，打破原班級的框架，讓

學生興趣選修、跑班上課；而在一Ｏ七課綱上路後，未來每個學生除了學校共同必修課外，還會

有各自的興趣選修，因此課程未必相同，未來也預期將進入「一生一課表」的時代；因應這樣的

政策，各校教師不是每個都具有新課程開發能力，因此各學校接下來面臨的問題是「校內由誰來

開課」以及「開什麼樣的選修課」，加上多元／彈性選修課在開設初期，沒有教材、沒有範本，

課程教材該如何編撰，課程中該談哪些內容，因此筆者就近幾年的開設特色選修課程的經驗，挑

選部分課程和大家分享。

貳、課程的設計理念

筆者所任教的學校，其學生長年來在升學制度導向以及傳統的填鴨式教學下，逐漸失去對數

學學習的動機外，更欠缺操作能力及創意思考的能力，因此在十二年國教與課綱的架構下與多元

之特色課程目標下，幾位授課教師在教師的專業社群研討中，共同思考如何藉由特色課程之設

計，提升學生合作互動之向度，提供更多元的實作課程，以期培養學生的自主能力，並建立學生

之自我價值。

棋類遊戲自古以來，一直都是很好的益智活動，它與數學有類似的地方，都需要思考、推理

和判斷，有利於發展人的思維能力，而棋盤本身也提供了許多數學方面的問題，這些問題不但有

鑲嵌原理與拼貼藝術
王聖淵

臺北市立陽明高級中學 
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趣，且蘊含深刻的數學理論。而近年來，傳統的棋類遊戲蘊含的策略加上角色扮

演、競標等機制後，以「桌上遊戲」一詞，風靡世界各國，不同的類型蘊含多種思

維方式，吸引玩家積極投入參與，在這樣的想法下，加上日前故宮特展－「艾雪鑲

嵌藝術」內含豐富的數學元素吸引數學學者及中學數學教師注意，筆者從艾雪

（M. C. Escher 1898-1972）生平談起，結合數學鋪滿問題，規劃一系列的課程，並

且於104學年度於跑班選修實施，透過課堂中帶領學生觀察、實作與驗證，讓學生

從中領悟數學的奧妙。

參、課程教案分享

一、教案名稱：數學鑲嵌

二、建議時數：每週2節課，可針對難度進行六∼八週

三、適用對象：高一學生

四、教學流程

鑲嵌圖形

介紹

艾薛爾鑲

嵌創作

艾薛爾鑲

嵌藝術

一筆畫解

鑲嵌問題
鋪滿問題

五、教案示例（筆者以主題一為例）

教案名稱 數學鑲嵌 時數 每週2小時，共12小時

教學重點

【主題一】鑲嵌圖形介紹

1 正則鑲嵌圖形介紹與探討。

2 半正則鑲嵌圖形介紹與探討。

【主題二】艾薛爾鑲嵌藝術介紹

3 荷蘭版畫家艾薛爾（M.C. Escher, 1898-1972）生平介紹。

4 艾薛爾的平面鑲嵌版畫介紹。

【主題三】艾薛爾鑲嵌創作（參考資料來源：非想非非想）

5 探討艾薛爾鑲嵌作品1－蜥蜴之數學原理，並進行剪紙實作。

6 探討艾薛爾鑲嵌作品2－小丑之數學原理，並進行剪紙實作。

【主題四】用一筆畫問題解鑲嵌問題（參考資料來源：棋盤上的數學）

7 8×8方格之一筆畫問題。

8 有缺格的方格問題。

9 特定形狀平鋪問題。
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教學重點

【主題五】四連方塊鋪滿磁磚之系列問題（參考資料來源：數學悠哉遊）

0 四連方塊鋪滿問題。

q 棋盤上的漫遊問題。

w 任意鋪滿問題。

教學目標

【主題一】

1 能了解正則鑲嵌及半正則鑲嵌圖形的意義。

2 能驗證正則鑲嵌圖形鋪設成平面的鑲嵌圖案種類。

3 能驗證如何用多種正多邊形鋪設成平面鑲嵌圖案的方法。

4 能說明哪些多種正多邊形可以鋪設成平面的鑲嵌圖案。

【主題二】

5 能了解荷蘭版畫家艾薛爾（M.C. Escher）的生平。

6 能欣賞艾薛爾的平面鑲嵌版畫的原理與構想。

【主題三】

7 能了解艾薛爾於1937年所繪製的鑲嵌作品－蜥蜴中所運用的數學原理，並進行剪

紙實作。

8 能了解艾薛爾於1938年所繪製的鑲嵌作品－小丑中所利用的數學原理，並進行剪

紙實作。

【主題四】

9 能了解如何由8×8方格的左上角畫到右下角，而且所有64個方格的每一個方格都

經過正好一次。

0 能理解如果將7×7方格位於與某個角落相鄰的位置切除（如下圖），剩下的地板

是否可以用大小為1×2的方塊加以鋪滿的原理。

 圖19　7×7缺格方格

q 能理解大小為8×8的方格是否可以用21塊1×3方塊及一塊1×1的方塊加以鋪滿的

問題。
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教學目標

【主題五】

w 能了解是否可由五種四連方塊各一堆（總共有20個小格）鋪滿一

塊4×5的方格問題。

e 能驗證由任意一個格子出發後又走回到同一個格子時，所走的步

數必是3的倍數。

r 能計算一塊25×25的方格是否可以用2×2、3×3等兩種類型的方

塊混合加以鋪滿問題。

t 能驗證當m與n都不是k的倍數時，一塊m×n的方塊不可能可以用

1×k的瓷磚加以鋪滿。

教學資源

1 維基百科：https://zh.wikipedia.org/wiki/半正鑲嵌圖。

2 單壿（2004）。棋盤上的數學。臺北：九章出版社。

3 許介彥（2005）。數學悠哉遊。臺北：三民書局。

4 非想非非想網站（http://pisa.math.ntnu.edu.tw/）。

教案活動

一、課程說明

1 說明本課程流程、時間分配及評量標準。

2 專科教室使用規範說明。

3 評量標準包括：

1 上課學習態度與參與程度（30％）

2 課堂實作作業（30％）

3 上臺報告（40％）

二、教學活動

主題一

1 鑲嵌圖形介紹：

 【引起動機】

 同學們有沒有發現日常生活中常見的裝飾圖案如牆頂、天花板、教堂鑲嵌玻

璃、壁飾等，常常是用一些相同的圖案來填滿一個相當大的平面，一個圖案

緊接著一個，不留任何空隙，這種藝術稱為鑲嵌圖案。

 人們常用邊長相等的正多邊形地磚來鋪地板或平面，這樣的圖案稱為正多邊

形的鑲嵌圖案。最簡單的鑲嵌方法就是都用正方形，因為用四個邊長相同的
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 正方形相連接，就可以完成簡單的鑲嵌圖案（如下圖），而我們叫它(4,4,4,4)之鑲嵌圖形。

至於用其他正多邊形，鑲嵌方法會有多少種呢？

 圖20　正方形鑲嵌圖形

2 正則鑲嵌圖形問題探索：

 【提問】

1 是不是任一正多邊形都可以鋪設成平面的鑲嵌圖案？

2 有哪些正多邊形可以鋪設成平面的鑲嵌圖案，提出你的看法？

 【引導學生思考】

1 將正多邊形平鋪成地板時會有什麼特性？

2 如何能保證平鋪後能將地板密合？

 【小組討論】

 發學習單（如下表），讓學生進行小組合作討論完成下表

湊360度的角度計算 鑲嵌圖形

舉例：60×6＝3601 (3,3,3,3,3,3)

 圖21　學生小組活動

3 半正則鑲嵌圖形介紹：

 【引起動機】
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 老師：剛剛的課程是以相同的正多邊形鋪滿平面，同學們可以想想，是不是

可以用兩種以上的正多邊形鋪滿整個地板呢？

 【引入半正則鑲嵌圖形】

 半正則鑲嵌圖形是一種平面密鋪，重複排列組合2種或2種以上的正多邊形，

並讓圖形完全占滿整個平面，而且沒有空隙或重疊，其中每一個頂點處所圍

繞的正多邊形都是同一規律的圖形，稱之為半正則鑲嵌圖形（維基百科）。

 舉例如下：下圖是用正八邊形和正方形緊密排列而成的，可以無限延伸鋪滿

整個平面。我們可以發現其中每一個頂點處所圍繞的正多邊形其排列都是正

方形、正八邊形、正八邊形，因此我們叫它(4,8,8)之鑲嵌圖形。

 圖22　半正則鑲嵌圖形
（資料來源：維基百科）

4 正則鑲嵌圖形問題探索：

 【提問】

1 是不是可以用多種正多邊形鋪設成平面的鑲嵌圖案？

2 有哪些多種正多邊形可以鋪設成平面的鑲嵌圖案，提出你的看法？

 【引導學生思考】

1 如何將兩種以上的正多邊形平鋪成地板？

2 同學們該如何進行思考這個問題？

3 同學們可以試出幾種不同的方式？

4 如何進行一般化？

 【小組討論】

 發學習單（如下表），學生進行合作討論完成下表

湊360度的角度計算 鑲嵌圖形

舉例：60×4＋120×1＝3601 (3,3,3,3,6)
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肆、結語

根據一○七的課綱精神，期望課程架構能以學生為中心，除欲整合12年國教從國小到高中課

程外，另外也調整高中各學科的必修時數，讓選修學分占了三分之一，讓選修的學分可以用來發

展各高中的特色，更將學生的學習定位從只應付升學考試到以學習者為中心。在親子天下雜誌第

78期的專訪中提到：「在教育現場，許多高中的校長以及老師們把一○七課綱定位為一○七教

改，新課綱中規劃大量的選修和跨領域課程，在在的考驗老師的課程教學與規劃課程的能力，數

十年如一日的考試，將從注重『結果』的分數，改而注重『過程』」。

基於上述，筆者認為面對一○七課綱的改變，老師心態與教法上的改變與調整是關鍵，以往

的老師各自單打獨鬥，轉而有夥伴、社群的支持，透過社群的課程共備、教學討論，進行課程開

發，以及邀請有經驗的教師分享等，都能讓選修課程更有品質，也能讓教師群更有信心的面對這

個席捲而來的教育改變浪潮。

伍、參考資料

1 單壿（2004）。棋盤上的數學。臺北：九章出版社。

2 許介彥（2005）。數學悠哉遊。臺北：三民書局。

3 非想非非想網站（http://pisa.math.ntnu.edu.tw/)。

4 天下雜誌第78期（http://www.cw.com.tw/magazine/magazine.action?id=840)。
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106年高中數學科多元選修跨校社群共備資訊

聯絡人 社群名稱 社群介紹 主題內容

陽明高中

王聖淵

02-2831-6675#190

數學多元

選修課程

開發跨校

社群

本社群為跨校合作社

群，社群聚會目的在創

新之教學實驗課程設

計、分享彼此經驗，進

而提升研究與發展創新

教材及教法。期望透過

跨校合作，建立校際教

師教學團隊，發展教學

創新實驗，同時建立系

統性的科學探索實作課

程。

行動研究課程分享

邏輯推理課程分享

遊戲融入課程分享

競標機制融入數學課程分享

實作教具開發

策略解謎課程分享

大直高中

董涵冬

02-2533-4017#126

高中數學

科多元選

修課程聯

盟

針對各校多元選修課

程，進行互相交流與分

享進而進行教材研發。

並依數學科多元選修課

程特性與需求，採用

「各校聯盟、實務交

流」的方式，對於多元

選修課程進行教學與學

習策略分享，希望對各

校教師發展多元選修課

程有所啟發。

數學建模課程分享

藝術與數學課程分享

新聞議題探索課程分享

棒球與統計課程分享

課堂外的數學課程分享

數學營隊課程設計

生活中的微積分課程分享

長尾夾多面體課程分享

共備時間：星期三下午，大約一個月一次。

迎向107課綱多元選修課程，歡迎全台灣高中數學科共襄盛舉。

各次活動之詳細的日期、地點，請直接洽以上兩位老師。


