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編輯室墨記 

 

許教授這篇〈堆火柴盒的遊戲〉中，將四個一樣大的火柴盒疊放在桌上，用手指輕

輕推動最上面火柴盒，接下來推動第二個，…，滑動到最危險的邊緣而不讓火柴盒倒下，

您認為「重心」與「火柴盒傾倒」有連結嗎？這又與調和級數有什麼關係呢？讓我們來

看看這篇文章，絕對讓您受益良多。 

李維昌老師這次介紹了〈拉瑪奴姜恆等式證明〉，並試圖去證明這一個特殊的等式，

過程相當精采可期，一起來驗證看看吧！ 

〈蛇形排列〉概其排列形式宛若條蛇，又稱作交錯排列或之字形排列。讓我們來看

看陳敏晧老師為我們介紹的這篇文章，見識這一個特別的數學主題。 

  學習本身就充滿樂趣，如何點燃學生心中的學習欲望，是每個老師重要的任務。在

〈桌遊學數學～以「病毒來了—對數消消樂」為例〉這篇文章中，林秋華老師以對數為

知識點出發，融合市面桌遊機制，期待利用遊戲化學習方式來提升學生的學習動機與成

效。桌遊學數學、數學來桌遊，一起來「桌」住數學感！ 

 

   

 

※ 竭誠邀稿： 

   歡迎將您的教學生活趣聞、甘苦談，教案分享、教材探討，以1000~2000字的內容，註明主 

   題、作者簡歷、聯絡電話與地址，投稿予 lien_chang@lungteng.com.tw。 
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「無限是『數學』與『藝術』的接點。」 

──說書人 毛爾 
「我們能經歷到最美麗的事就是神秘；神秘是所有真正藝術與科學的泉源。」 

──愛因斯坦 
  拿四盒長度都是 2（單位）的火柴盒疊放在桌上，四邊及四角都對整齊堆疊而上，如圖一

所示。現在，用一根手指輕輕推動最上面的火柴盒，要小心不能動到下面的火柴盒。你能將這

火柴盒滑至多遠，而它仍舊維持在那疊火柴盒上呢？接下來推動從上往下數的第二個火柴盒，

一樣滑動至最危險的邊緣，然後推動第三個火柴盒，讓這些火柴盒處於快要傾倒的瞬間，如圖

二所示： 

 

      
 圖一 圖二 

 
如果不是 4 個火柴盒，而是 10 盒，101 盒或者更多的火柴盒堆疊起來，那麼最頂端的火柴盒

會被推移多遠呢？可以超過兩個火柴盒的長度嗎？可以推移無限的距離嗎？ 
  在思考這問題遊戲之前，讓我們回到古希臘時代，敘拉古城的阿基米德是大家耳熟能詳的

科學家，他擅長利用物理原理來解決數學問題。在微積分還沒被發現的那個年代，巧用重心這

項利器，是阿基米德的特色。「重心」跟「火柴盒傾倒」有連結嗎？ 
  當滑動第一個火柴盒（最上面的火柴盒）時，因為火柴盒的重心在中間，且火柴盒的邊長

為 2（單位），所以把它向右滑動 1（單位），讓重心落在下個火柴盒的右邊上，這樣是最大

的滑動距離，如圖三所示。接著來滑動第二個火柴盒，首先要注意的是，第一個火柴盒疊在第

二個火柴盒上，而且第一個火柴盒的重心落在第二個火柴盒右邊邊線上。當我們滑動第二個火

柴盒時，會連同第一個火柴盒一起移動，所以需要把這兩個火柴盒綁在一起考慮，讓這兩個火

柴盒的重心落在第三個火柴盒右邊邊線上，這樣才是最大可能的移動距離。因為第一個火柴盒

的重心在第二個的右邊邊線，而第二個的重心在自己的中央，所以綁在一起的這兩個火柴盒之

重心，會落在第二個火柴盒的右邊邊線與中央的中間，即將第二個火柴盒向右滑動
1
2

（單

位），就會讓上面兩個火柴盒的重心恰好落在第三個火柴盒的右邊邊線上，如圖四所示： 

許志農／臺灣師大數學系
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 圖三 圖四 

 
最後考慮滑動第三個火柴盒，同樣地也必須將前三個火柴盒綁在一起考慮，且讓它們的重心滑

動至第四個火柴盒（最底層的火柴盒）的右邊邊線上即可。從圖中我們知道前兩個火柴盒的重

心在第三個火柴盒的右邊邊線上，而第三個火柴盒的重心在自己的中央，又前兩個火柴盒的份

量是第三個火柴盒的兩倍，所以綁在一起的前三個火柴盒之重心會落在離第三個火柴盒右邊邊

線
1
3

（單位）的距離上，如圖五所示： 

 

 
圖五 

 
  我們將上述四個火柴盒的堆疊與滑動過程與結果推廣至一般情形： 1n + 個火柴盒的堆疊與

滑動問題。同樣是從最上面的火柴盒開始滑動起，第一個滑動了1單位，第二個滑動了
1
2

單

位，第三個滑動了
1
3

單位，依此類推，第 n 個滑動了
1
n

單位，第 1n + 個是接觸桌面或地面，不

移動的。因此，最上面的火柴盒（第一個火柴盒）總共向右移動了 

 

1 1 1 1 1 1 1 11
2 3 4 5 6 7 8 n

+ + + + + + + + + （單位）。 

 
這個調和級數會成長得很快嗎？如果你願意動筆算一下或跑一下電腦程式，將會發現像蝸牛一

樣緩慢。例如，頭一千項的和為 7.485 ；百萬項之和為14.357 。慢歸慢，這個有名的級數還是

個發散級數，也就是說，當 n 趨近無窮大時，調和級數的值（移動的距離）也是趨近無窮大

的。只是，我們用的火柴盒長度為 2（單位），所以需要百萬個火柴盒才能讓最頂端的火柴盒

移動約七個火柴盒的距離。想想看，這是多麼浩大的工程。 
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  調和級數的求和可以追溯到中世紀法國學者奧雷姆（Nicolae Oresme, 1323-1382），他觀

察到 

1 1 1 1 1
3 4 4 4 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1
5 6 7 8 8 8 8 8 2

+ ≥ + =

+ + + ≥ + + + =
 

將這觀察套用到調和級數 

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7 8 2m+ + + + + + + + +  

上，奧雷姆把1,2,3,4,5,6,7,8, ,2m 的倒數分別以 11,1,2,4,8, ,2m− 項括弧起來，再用奧雷姆的不

等式，可得 

1

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7 8 2

1 1 1 1 1 1 1 1 11
2 3 4 5 6 7 8 2 1 2
1 1 1 11
2 2 2 2

1
2

m

m m

m

m

−

+ + + + + + + + +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + + + + + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

≥ + + + + +

≥ + 。

 

這不等式告訴我們：調和級數是發散的級數（因為當 m 趨近無限大時，級數和也趨近無限

大），或者說 

 

1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7 8
+ + + + + + + + = ∞ 。 

 
歷史上，調和級數的發散性有許多種不同的證明方式，奧雷姆的證明仍舊是所有這些證明中最

直接，最優雅的，也是今天教科書常採用的方法。 
  在十七世紀微積分發明後，調和級數有個很棒的不等式估計： 

 

1 1 1 1 1 1 1 1ln 1 1 ln
2 3 4 5 6 7 8

n n
n

≤ + + + + + + + + + ≤ + 。 

 
從這個不等式可以知道：調和級數的發散性，而且從高中對數函數的圖形可以看出緩慢遞增的

特性。 
  最後讓我們思考一下，若將火柴盒改成三角柱，圓柱或其他可以堆疊的物件，這個滑動距

離的級數會長成何種模樣呢？又都是發散的級數嗎？這可是一道有趣的延伸問題。 
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筆試一、計算證明題（考試時間：2小時） 

1. 設 ( )f x 是最高次項係數為 2 的實係數三次多項式函數， ( )g x 是實係數二次多項式函數，

且滿足 (1) (1), (2) (2), (3) (3)= = =f g f g f g 。 
(1) 試求 (0) (0)−f g 之值。 
(2) 已知 3 (2) 3 (1) (3)− =f f f ，試求 (0)f 之值。 

2. 已知集合 { }1,2,3, ,2018=S 的子集合共有 20182 個。試求： 
(1) S 的子集合中，包含 1,2,3,4,5 中至少三個數的集合有多少個？ 
(2) S 的子集合中，元素和是奇數的集合有多少個？ 

3. (1) 設 , , ,A B C D 為空間中相異四點，且 , , ,= = = =AB a BC b CD c DA d 。試求內積 ⋅AC BD 

（以 , , ,a b c d 的數學式表示）。 

(2) 設四角錐 A - BCDE 的底面 BCDE 為平行四邊形， O 為 BD 與 CE 的交點。試證： AO 

與 +BD CE 垂直的充要條件為
2 2 2 2
+ = +AB AC AD AE 。 

4. 如圖，平面上四個圓：圓 A 、圓 B 、圓 C 、圓 D ，它們兩

兩相切，且 EF 通過圓 A 、圓 C 、圓 D 的圓心 A 、 C 、 D
三點。已知圓 A 、圓 B 、圓 C 的半徑分別為 a 、 b 、 c 。 
(1) 試求 △ABC 與 △BCD 的面積（以 , ,a b c 的數學式 表

示）。 
(2) 試證：點 B 到直線 EF 的距離等於 2b 。 

5. 設 1 2 107A A A 為某單位圓的內接正 107 邊形，且 P 為該單位

圓上任意一點。 

(1) 試求 1 2 1 3 1 107× × ×A A A A A A 之值。 
(2) 試求 1 2 107× × ×PA PA PA 的最大值。 
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筆試二、填充題（考試時間：1.5 小時） 

1. 設 a ， b 為實數。若函數 2
2( )

1
+

=
+

ax bf x
x

的最大值為 4 ，最小值為 1− ，則 =b ____________。 

2. 若 x 滿足不等式 3 ( 1)12 2 4
4

− − − ++ ≤ +x x x ，則 x 的範圍為____________。 

3. 坐標空間中，三點 (2, ,3)A k 、 ( ,1,4)B k 、 (3,3,0)C 對平面 2 0+ =x y 的投影點分別為 ′A 、

′B 、 ′C 。若 ′A 、 ′B 、 ′C 三點共線，則 =k ____________。 
4. 已 知 ( , )x y 滿 足 橢 圓 方 程 式 ： 2 24 8 4 4 0+ − − + =x y x y ， 則 6 5 1+ +x y 的 最 大 值 為

____________。 

5. 已知與圓 2 2: 2 2 1 0+ − − + =C x y x y 相切的直線 L 分別交 x 軸、 y 軸於 A 、 B 兩點。若 O 為

原點， =OA a 、 =OB b ，且 a 、 b 都大於 2 ，則 ( 2)( 2)− − =a b ____________。 
6. 如圖，由 A 點出發到 D 點沿著格線前進，且只能向右或向

上。若不經過 B 點，也不經過 C 點，則其可能的路徑共有

____________條。 
7. 有紅、白色的公正 6 面骰子各一顆，先擲紅色骰子一次，若

出現點數為 N ，則接著擲白色骰子 N 次，其中 1N = , 2, 3, 4, 
5, 6。問白色骰子出現最大點數是 5 的機率為____________。 

8. 由 10 8 6 4 2 1 0+ + + + + =x x x x x 的 各 根 在 複 數 平 面 上 所 對 應 的 點 形 成 的 十 邊 形 面 積 為

____________。 

9. 若一雙曲線Γ與橢圓 2 2 2 2( 1) ( 1) ( 5) ( 4) 6C x y x y− + − + − + − =： 共焦點，且Γ的共軛軸與

橢圓 C 的短軸等長，則根據雙曲線的定義，Γ的方程式為____________。 

10. 若 tanα 與 tanβ 為 23 7 1 0− + =x x 的兩根，則 
2 2sin ( ) 2sin( )cos( ) 3cos ( )+ − + + − + =α β α β α β α β ____________。 

 

解析 

筆試一、計算證明題 

1. (1) 考慮多項式函數 ( ) ( ) ( )h x f x g x= − ： 
(i) 因為 ( )f x 與 ( )g x 分別為三次與二次多項式，所以 ( )h x 必為三次多項式且其最高項

係數與 ( )f x 的最高項係數相同，也就是 2 。 
(ii) 因為 (1) (1), (2) (2), (3) (3)f g f g f g= = = ，所以 (1) (2) (3) 0h h h= = = 。 

 根據(i)(ii)，我們可得 
 ( ) 2( 1)( 2)( 3)h x x x x= − − − 。 

因此， 
 (0) (0) (0) 2(0 1)(0 2)(0 3) 12f g h− = = − − − = − 。 
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(2) [解一] 

設 2( )g x ax bx c= + + ，則 

 
(1) (1) ,
(2) (2) 4 2 ,
(3) (3) 9 3 .

f g a b c
f g a b c
f g a b c

= = + +
= = + +
= = + +

 

將以上 (1),  (2),  (3)f f f 的值代入條件 3 (2) 3 (1) (3)f f f− = 中，得 
 3(4 2 ) 3( )=9 3a b c a b c a b c+ + − + + + + 。 
化簡得 0c = ，即 (0) 0g = 。因此，由(1)可得 
 (0) (0) 12 0 12 12f g= − = − = − 。 

[解二] 
巴貝奇定理：若 ( )g x 為二次多項式，則 
 ( 3 ) 3 ( 2 ) 3 ( ) ( ) 0g a d g a d g a d g a+ − + + + − = 。 
因為題目中的 ( )g x 為二次式，所以可以利用巴貝奇定理（取 0,  1a d= = ），得 
 (3) 3 (2) 3 (1) (0) 0− + − =g g g g ， 
再利用條件 (1) (1), (2) (2), (3) (3)f g f g f g= = = 及 3 (2) 3 (1) (3)f f f− = ，將上式化簡 

 
(0) (3) 3 (2) 3 (1)

        = (3) 3 (2) 3 (1) = 0
g g g g

f f f
= − +

− + 。
 

2. (1) 設 A 為 { }1,  2,  3,  ,  2018S = 的子集合，且 A 至少含有 1,2,3,4,5 中的三個數。要計算 A

有多少種可能，我們分以下三種情形討論： 
(i) A 含有 1,2,3,4,5 中的三個數：因為數字 6,  7,  8,  ,  2018 （共 2013 個數字）可被

選、也可不被選，所以這樣的集合 A 有 5 2013 2013
3 2 10 2C ⋅ = ⋅ 個； 

(ii) A 含有 1,2,3,4,5 中的四個數：這樣的集合 A 有 5 2013 2013
4 2 5 2C ⋅ = ⋅ 個； 

(iii) A 含有 1,2,3,4,5 中的五個數：這樣的集合 A 有 5 2013 2013
5 2 2C ⋅ = 個。 

 最後，利用加法原理，集合 A 共有 2013 2017(10 5 1) 2 2+ + ⋅ = 個。 
(2) 設 A 為 { }1,  2,  3,  ,  2018S = 的子集合，且 A 中所有元素的和為奇數。此時 A 中的偶數

個數完全沒有限制，但奇數的個數必須為奇數。所以，要決定 A 有多少種可能，只要考

慮 A 中的偶數及奇數各有多少種取法即可，討論如下： 
(i) 偶數的取法共有 

 1009 1009 1009 1009 1009 1009
0 1 2 1009 (1 1) 2C C C C+ + + + = + =  

種方法； 
(ii) 奇數的取法共有 

( )

( )

1009 1009 1009 1009
1 3 5 1009

1009 1009 1009 1009 1009 1009 1009 1009
0 1 2 1009 0 1 2 1009

1009 1009 1008

1 ( ) ( )
2
1 (1 1) (1 1) 2
2

C C C C

C C C C C C C C

+ + + +

= + + + + − − + − −

= + − − =

 

種方法。 

 最後，利用乘法原理可知：集合 A 的個數為 1009 1008 20172 2 2⋅ = 。 
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3.  

(1) 首先， 

 ( )AC BD BC BA BD BC BD BA BD ⋅ = − ⋅ = ⋅ − ⋅ 。 

接著，在 BCD△ 中，利用內積的定義及餘弦定理，得 

 2 2 2 2 2 2

| | | cos( )

1            ( )
22

BC BD BC | BD CBD

BD b cBC BD BD b c
BC BD

⋅ = ∠

+ −
= × × = + −

×

 

同理，考慮 ABD△ ，可得 

 
2 2 21 ( )

2
BA BD BD a d⋅ = + − 。 

最後，綜合以上的等式，可得 

 
2 22 2 2 2

2 2 2 2

1 1( ) ( )
2 2
1= ( )
2

AC BD BC BD BA BD 

BD b c BD a d

b c a d

⋅ = ⋅ − ⋅

= + − − + −

− − + 。

 

(2) 因為「 AO 與 BD CE + 垂直」的充要條件為「 ( ) 0AO BD CE ⋅ + = 」，所以我們直接考

慮 ( )AO BD CE ⋅ + 。我們先求 AO BD ⋅ ，然後再用同樣的方法求 AO CE ⋅ 。 

在 AOB△ 中，利用內積的定義及餘弦定理，得 

 
2 2 21| | | cos( ) ( )

2
AO BO OA OB OA | OB AOB OA OB AB⋅ = ⋅ = ∠ = + − 。 

同理，考慮 AOD△ ，可得 

 
2 2 21| | | cos( ) ( )

2
AO DO OA OD OA | OD AOD OA OD AD⋅ = ⋅ = ∠ = + − 。 

將以上二式相減，得 

 
2 2 2 21 ( )

2
AO BD OB OD AD AB⋅ = − + − 。 

又因為底面 BCDE 為一平行四邊形， OB OD= ，所以 

 
2 21 ( )

2
AO BD AD AB⋅ = − 。 
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仿照以上的方法，分別考慮 AOC△ 及 AOE△ ，可得 

 
2 21 ( )

2
AO CE AE AC⋅ = − 。 

因此， 

 
2 2 2 21( ) ( )

2
AO BD CE AD AE AB AC⋅ + = + − − 。 

即 ( ) 0AO BD CE ⋅ + = 的充要條件為
2 2 2 2

AB AC AD AE+ = + ，故得證。 

4. (1)  

  

在 ABC△ 中，三邊長分別為 AB a b= + 、 BC b c= + 、 CA c a= + ，其周長的一半為

s a b c= + + 。利用海龍公式，可得 ABC△ 的面積為 

 
( ( ))( ( ))( ( ))

        ( )

ABC s s a b s b a s c a

abc a b c

Δ = − + − + − +

= + + 。
 

在 BCD△ 中 ， 三 邊 長 分 別 為 BC b c= + 、
1 1= (2 2 )
2 2

CD EF CF a c c a= − + − = 、

DB DG BG a c b= − = + − ，其周長的一半為 a c+ 。利用海龍公式，可得△BCD 的面積為 

 ( )( )BCD bc a b a cΔ = − + 。 

事實上， BCD△ 和 ABC△ 具有相同的高，所以 BCD△ 的面積也可以表示成 

 ( )DC aBCD ABC abc a b c
a cAC

Δ = ×Δ = + +
+

。 

附註由以上 BCD△ 面積的兩種表現方式，可知 

 ( )( )= ( )abc a b a c abc a b c
a c

− + + +
+

， 

化簡可得 

 3 3( )( ) = ( )a b a c a a b c− + + + ， 
或 

 
2 2

2 2
a c acb

a ac c
+

=
+ +

。 
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(2) [解一] 

如圖，以 D 為原點 (0,  0) ， EF 為 x 軸建立坐標系。設點 B 的坐標為 ( ),B p h ，此時 h 的

值就是題目所求「點 B 到直線 EF 的距離」；也就是說，我們必須證明： 2h b= 。 

  

由題意可知 ( ),0A c− 、 ( ),0C a 、 BA a b= + 、 BC b c= + ；再利用兩點距離公式，得 

 
( ) ( )
( ) ( )

22 2 2

22 2 2

        (4.1)

       (4.2)

a b BA p c h

b c BC p a h

⎧ + = = + +⎪
⎨
⎪ + = = − +⎩

， 

兩式相減可得 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2p c p a a b b c+ − − = + − + ， 

整理可得 
 ( )( ) 2         (4.3)a c p c a ab bc ac+ + = + − +  
另外，由 (4.1) 可知 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 22h a b p c a b p c a b p c⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + − + = + + + + − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ 。 

兩邊同乘 ( )2a c+ ，得 

 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2a c h a b a c a c p c a b a c a c p c⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ = + + + + + + + − + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ 。 

將 (4.3) 的結果取代上式中的 ( )( )a c p c+ + ，並化簡得 

 ( ) ( )2 2 4a c h abc a b c+ = + + ， 

因此 

 ( )
( )

2
2

4
        (4.4)

abc a b c
h

a c
+ +

=
+

 

另外，由 cos cosADB CDB∠ = − ∠ 並使用餘弦定理，得 

 
2 2 2 2 2 2

2 2
AD BD AB CD BD BC

AD BD CD BD
+ − + −

= −
⋅ ⋅

， 
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將各線段的長度代入上式（其中 BD a c b= + − ），得 

 
2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )

2 ( ) 2 ( )
c a c b a b a a c b b c

c a c b a a c b
+ + − − + + + − − +

= −
+ − + −

， 

化簡可得 

 ( ) ( )2b a c ac a b c+ = + + ， 

即 

 ( )
( )

2
2         (4.5)

abc a b c
b

a c
+ +

=
+

 

比較 (4.4) 及 (4.5) 二式可得 2 24h b= ，即點 B 到 x 軸（即 EF
←⎯→

）的距離等於 2h b= ，故得

證。 
[解二] 
將題目中的圖簡化如下：（目的要證明 2h b= ） 

  
分別針對 BCE△ 、 BDE△ 、 BAE△ 使用畢氏定理，得 

 

2 2 2

2 2 2

2 2 2

( )                      (4.6)
( ) ( )       (4.7)
( ) ( )        (4.8)

h b c x
h a c b a x
h a b a c x

⎧ = + −
⎪

= + − − −⎨
⎪ = + − + −⎩

， 

由 (4.6) 和 (4.7) ，得 

 2 2 2 2( ) ( ) ( )b c x a c b a x+ − = + − − − ， 
整理得 
 2           (4.9)ax ab ac bc= − +  

同理，由 (4.7) 和 (4.8) ，得 

 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )+ − − − = + − + −a c b a x a b a c x ， 
整理得 

 2 2 2           (4.10)cx c ab bc ac= − − +  
將 (4.9) 和 (4.10) 分別乘以 c 和 a ，得 

 2( 2 ) ( 2 2 )c ab ac bc acx a c ab bc ac− + = = − − + 。 
整理得 

 2 2 2 2abc a b bc a c ac+ + = + 。 
將兩邊同時加上 abc 後可改寫為 

 2( ) ( )b a c ac a b c+ = + + ， 
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即 

 2
( )         (4.11)
( )

ac a b cb
a c
+ +

=
+

。 

接下來，將 (4.6) 兩邊同乘 2( )a c+ ，得 
 2 2 2 2 2( ) ( ) ( )a c h ab bc ac c ax cx+ = + + + − +  
再將 (4.9) 和 (4.10) 代入上式中最後一個平方項，得 

 
2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( )

               4 ( )
a c h c ab bc ac c ab bc ac

abc a b c
+ = + + + − − + +

= + +
 

即 

 2
2

4 ( )         (4.12)
( )

abc a b ch
a c

+ +
=

+
。 

最後，結合 (4.11) 和 (4.12) ，得 

 2 2
2

( )4 4
( )

ac a b ch b b
a c
+ +

= × =
+

， 

也就是說， 2h b= ，故得證。 
5. (1) 因為 1 2 107A A A 為單位圓內的內接正多邊形，所以 1 2 107,  ,  ,  A A A 為單位圓上的107 個

等分點。不失一般性，可設 1 2 107,  ,  ,  A A A 的複數坐標分別為方程式 

 107 1 0z − =  
的根 

 2 1061,  ,  ,  ,  ω ω ω ， 

其中
2 2cos sin
107 107

iπ πω = + 。此時， 

 107 2 1061 ( 1)( )( ) ( )z z z z zω ω ω− = − − − − ， 
兩邊同除以 1z − ，得 

 106 105 2 1061 ( )( ) ( )z z z z z zω ω ω+ + + + = − − − ， 
其中，當 1z = 時，我們有 

 2 106(1 )(1 ) (1 ) 107ω ω ω− − − = 。 
接下來，由複數的幾何意義，可知 

 2 106
1 2 1 3 1 107=1 ,  = 1 ,  ,  = 1A A A A A Aω ω ω− − − 。 

因此， 

 

2 106
1 2 1 3 1 107

2 106

1 1 1

                                      (1 )(1 ) (1 )

                                      107

A A A A A A ω ω ω

ω ω ω

× × × = − × − × × −

= − − −

= 。

 



 

 數亦優 14 

(2) 設點 P 所代表的複數坐標為 z 。因為點 P 在單位圓上，所以 1z = 。如同(1)的理由，我

們有 

 
106

1 2 107

107

1

                                   1 .

PA PA PA z z z

z

ω ω× × × = − × − × × −

= −
 

再由三角不等式，可得 

 107
1 2 107 1 2PA PA PA z× × × ≤ + = 。 

當 1z = − 時，上式不等式的等號成立；因此， 1 2 107PA PA PA× × × 的最大值為 2 。 
 

筆試二、填充題 

1. [解一] 

令 ( ) 2
2

1
ax by f x
x

+
= =

+
，其中 x 為實數，則 2 2yx y ax b+ = + 。移項得 

 ( )2 2 0.          (1.1)yx ax y b− + − =  

(1) 當 0y = 時， 2 0ax b+ = ，解得
2
bx
a

= − ，即 y 的值可為 0。 

(2) 當 0y ≠ 時， (1.1) 式為 x 的一元二次方程式。因為 x 為實數，所以 (1.1) 式的兩個根為實

根，因此其判別式大於或等於 0，即 

 ( ) ( )22 4 0a y y b− − − ≥ ， 

整理得 

 2 2 0.          (1.2)y by a− − ≤  
又因為 y 的最大值為 4 ，最小值為 1− ，所以 1 4y− ≤ ≤ 。因此 

 ( )( ) 21 4 0 3 4 0y y y y+ − ≤ ⇒ − − ≤ 。 
與 (1.2) 式比較係數，得 

 3b− = − 且 2 4a− = − ， 
解得 2 , 3a b= ± = 。 

 [解二] 

由題設可明顯看出 0a ≠ 。令 ( ) 2g x ax b= + ， 2( ) 1h x x= + ，則 ( ) ( )
( )

g xf x
h x

= ，其中 x 為實

數。 
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(1) 因為 ( ) ( ) 1
( )

g xf x
h x

= ≥ − ，對所有 x 都成立，即 ( ) ( )g x h x− ≤ ，對所有 x 都成立，所以

( )g x− 的函數圖形（一直線）恆在 ( )h x 的函數圖形（拋物線）下方；因此，當 ( )f x 最

小值 1− 發生時，直線剛好會與拋物線相切，也就是說，方程式 ( ) ( )g x h x− = 恰有一解，

即方程式 22 1ax b x− − = + 恰有一解，因此，判別式 
 24 4(1 ) 0.          (1.3)a b− + =  

(2) 同理，因為 ( ) ( ) 4
( )

g xf x
h x

= ≤ ，對所有 x 都成立，即 ( ) 4 ( )g x h x≤ ，對所有 x 都成立，所以

( )g x 的函數圖形恆在 4 ( )h x 的函數圖形下方；因此，當 ( )f x 最大值 4 發生時，兩圖形

剛好相切，也就是說，方程式 ( ) 4 ( )g x h x= 恰有一解，即方程式 22 4( 1)ax b x+ = + 恰有一

解，因此，判別式 

 24 16(4 ) 0.          (1.4)a b− − =  
將 (1.3) 式與 (1.4) 式相減，得 3b = 。 

 [解三] 

因為 x∈ ，所以可以假設 tanx θ= ，其中
2 2
π πθ− < < 。原式可改寫為 

 
( )

( )

2 2 2

2 2

2
2

2 2 tan 2 tan
1 tan 1 sec

cos 2 tan 2 sin cos cos

cos2 1sin 2 sin 2 cos2
2 2 2

sin 2 ,
4 2

ax b a b a b
x

a b a b

b ba b a

b ba

θ θ
θ θ
θ θ θ θ θ

θθ θ θ

θ φ

+ + +
= =

+ +
= + = +

+⎛ ⎞= + = + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

= + + +

 

其中
2

2

cos

4

a
ba

φ =
+

，
2

2

2sin

4

b

ba
φ =

+

。 

因為 ( )1 sin 2 1θ φ− ≤ + ≤ ，所以 

 ( )
2 2 2

2 2 2sin 2
4 2 4 2 4 2
b b b b b ba a aθ φ− + + ≤ + + + ≤ + + ， 

即 2
2

1
ax b
x

+
+

的最大值為
2

2

4 2
b ba + + ，最小值為

2
2

4 2
b ba− + + 。 

依題意，最大值為 4 ，最小值為 1− ，兩者的和為 3 ，也就是說， 

 
2 2

2 2 3
4 2 4 2
b b b ba a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ + + − + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
， 

即 3b = 。 
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2. 令 2 xa −= 並將原不等式改寫為 

 
2

3 1
4 4

aa a+ ≤ + 。 

化簡並分解得 
 ( 1)(4 1)( 1) 0a a a+ − − ≤ 。 

因此， 

 1a ≤ − 或
1 1
4

a≤ ≤ ， 

即 

 2 1x− ≤ − （不合）或
1 2 1
4

x−≤ ≤ ， 

解得 0 2x≤ ≤ 。 
3. [解一] 

因為 ( 1,  3,  3)CA k= − − 與 ( 3,  2,  4)CB k= − − 不平行，所以 ,  ,  A B C 三點會構成一平面 E ；

而且 n CA CB = × 是此平面 E 的一個法向量，其中 

 

2

( 1,  3,  3) ( 3,  2,  4)
3   3 3   1 1      3

   = ( ,  ,  )
 2   4 4  3 3   2

   = (4 6,  3 5,  2 ( 3) ).

n k k
k k

k k

k k k

= − − × − −

− − − −
− − − −

− − − −

 

又因為投影點 A′ 、 B′ 、 C′三點共線，所以平面 E 會與平面 2 0x y+ = 垂直；因此，兩平面

的法向量會互相垂直，即 

 (2,  1,  0)n ⊥ ， 

也就是說， 

 2(4 6,  3 5,  2 ( 3) ) (2,  1,  0) 0k k k− − − − ⋅ = 。 
利用內積公式展開得， 
 2(4 6) (3 5) 0k k− + − = ， 

解得
17
11

k = 。 

[解二] 

由題意可知 ( )1,  3,  3CA k= − − ， ( )3,  2,  4CB k= − − 且 ( )2,  1,  0n = 為平面 2 0x y+ = 的一

個法向量。因為投影點 ,  ,  A B C′ ′ ′ 三點共線，所以 ,  ,  ,A B C ,  ,  A B C′ ′ ′ 六點必共平面，且此平

面的法向量會同時平行於 n CA× 及 n CB× ，故 
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 n CA× 與 n CB× 平行。 

又因為 ( )3,  6,  2 5n CA k× = − − 且 ( )4,  8,  1n CB k× = − − − ，所以 

 3 6 2 5
4 8 1

k
k

− −
= =
− − −

， 

可求得
17
11

k = 。 

[解三] 

承解二的想法，由 , , , , ,A B C A B C′ ′ ′六點必共平面可知 , ,n CA CB 所張的平行六面體體積為

0，所以 

 
2 1 0
1 3 3 0
3 2 4

k
k
− − =
− −

 

可求得
17
11

k = 。 

4. [解一] 

將橢圓方程式： 2 24 8 4 4 0x y x y+ − − + = 改寫為橢圓標準式，得 

 ( ) ( )2 21 2
1

1 4
x y− −

+ = 。 

利用橢圓的參數式，設 1 cos , 2 2sinx yθ θ= + = + ( 0 2θ π≤ < )。因此 

 ( ) ( )6 5 1 6 1 cos 5 2 2sin 1x y θ θ+ + = + + + +  

  10sin 6cos 17θ θ= + +  

 2 2

2 2 2 2

10 610 6 sin cos 17
10 6 10 6

θ θ
⎛ ⎞

= + + +⎜ ⎟
+ +⎝ ⎠

 

 5 32 34 sin cos 17
34 34

θ θ⎛ ⎞
= + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 令
5 3cos ,sin
34 34

α α= = ﹐得 

 ( )6 5 1 2 34 sin cos cos sin 17x y θ α θ α+ + = + +  

  ( )2 34 sin 17θ α= + + ﹒ 

 故 6 5 1x y+ + 的最大值為 2 34 17+ 。 
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 [解二] 

橢圓方程式 2 24 8 4 4 0x y x y+ − − + = 可改寫為 ( ) ( )2 22 2 2 4x y− + − = 。 

由柯西不等式，得 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 22 23 2 2 5 2 3 5 2 2 2x y x y⎡ ⎤⎡ ⎤− + − ≤ + − + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ， 

整理得 

 ( )26 5 16 34 4x y+ − ≤ × ， 

即 

 2 34 6 5 16 2 34x y− ≤ + − ≤ 。 
因此 

 17 2 34 6 5 1 17 2 34x y− ≤ + + ≤ + 。 

故 6 5 1x y+ + 的最大值為17 2 34+ 。（此時
3 341

34
x = + ，

10 342
34

y = + ） 

[解三] 
令 6 5 1x y k+ + = ， 則 k 的 極 值 會 發 生 在 直 線 6 5 1x y k+ + = 與 橢 圓 相 切 處 。 假 設 直 線

6 5 1x y k+ + = 與橢圓 2 24 8 4 4 0x y x y+ − − + = 相切，此時聯立方程組 

 
2 2

6 5 1                          (4.1)
4 8 4 4 0        (4.2)

x y k
x y x y
+ + =⎧

⎨
+ − − + =⎩

， 

恰有一組解 ( ,  )x y 。 

由 (4.1) 式得
6 1
5 5

ky x −
= − + ，代入 (4.2) 式得 

 2 26 1 6 14 ( ) 8 4( ) 4 0
5 5 5 5

k kx x x x− −
+ − + − − − + + = ， 

化簡整理得 

 2 2136 12( 1) 16 1 4( 1)( ) (( ) 4) 0        (4.3)
25 25 5 5 5

k k kx x− − −
− + + − + =  

因為方程式 (4.3) 恰有一解，所以其判別式為 0 ，即 

 2 212( 1) 16 136 1 4( 1)( ) 4 (( ) 4) 0
25 5 25 5 5
k k k− − −

+ − × × − + = ， 

移項並改寫為 

 2 212 68 136 1( ) 4 ( 2)
25 25 5

k k+ −
= × × − ， 

兩邊同時開平方根得 

 12 68 4 34 11( )
25 5 5

k k+ −
= ± ， 
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即 

 3 17 34( 11)k k+ = ± − ， 

取正號可解得 k 的最大值17 2 34+ 。 
5. [解一] 

如圖，圓 2 2: 2 2 1 0C x y x y+ − − + = 的圓心為 ( )1,1P 。 

  

因 為 切 線 L 過 ( ),0A a 與 ( )0,B b 兩 點 ， 由 截 距 式 可 知 其 方 程 式 為 : 1x yL
a b
+ = ， 即

: 0L bx ay ab+ − = 。另外，圓心 P 到切線 L 的距離等於圓的半徑，根據點到直線的距離公式

可知 

 
2 2

1
b a ab

a b

+ −
=

+
， 

移項平方整理可得 
 ( )2 2 2 0ab ab a b− − + = 。 

因為 0a ≠ 且 0b ≠ ，所以 
 2 2 2 0ab a b− − + = ， 
即 
 ( )( )2 2 2a b− − = 。 

[解二] 

如圖，設切線 L 與圓 2 2: 2 2 1 0C x y x y+ − − + = 相切於點 ( ,  )u v ；由題設 2a > ， 2b > 可知

1u ≠ 且 1v ≠ 。 
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 因為圓心 (1,  1) 與切點 ( ,  )u v 的連線垂直於切線 L ，所以 L 的斜率可以表示為
1
1

u
v
−

−
−

且 L 的直

線方程式為 

 1( )
1

uy v x u
v
−

− = − −
−

。 

因此，直線 L 分別與 x 軸、 y 軸的交點坐標為 

 1( ,  0)
1

vA u v
u
−

+
−

與
1(0,  )
1

uB v u
v
−

+
−

， 

即 

 1
1

va u v
u
−

= +
−

與
1
1

ub v u
v
−

= +
−

。 

故 

 

2 2 2 2

( 2)( 2)
1 1( 2)( 2)
1 1

1 ( 2( 1))( 2( 1))
( 1)( 1)

a b
v uu v v u
u v

u u v v u v v u u v
u v

− −
− −

= + − + −
− −

= − + − − − − + − − −
− −

 

又因為點 ( ,  )u v 位於圓 C 上，所以 2 2 2 2 1u v u v+ = + − ，代入上式化簡可得 

 1( 2)( 2) (2( 1)( 1)) 2
( 1)( 1)

a b u v
u v

− − = − − =
− −

。 

[解三] 

由圓的標準式 ( ) ( )2 21 1 1x y− + − = ，可設切點為 ( )1 cos ,1 sinθ θ+ + 。 

根據圓的切線公式 ( )( ) ( )( ) 2
0 0x h x h y k y k r− − + − − = ，得切線的方程式為 

 ( ) ( )cos 1 sin 1 1 cos sin 1 sin cosx y x yθ θ θ θ θ θ− + − = ⇒ + = + + 。 

因此，可得
1 sin cos 1 sin cos,

cos sin
a bθ θ θ θ

θ θ
+ + + +

= = 。故 

 

( )( )

( )

( )

22

1 sin cos 1 sin cos2 2
cos sin

1 sin cos
sin cos

1 1 2sin cos
sin c s

.
o

2

a b θ θ θ θ
θ θ
θ θ
θ θ

θ θ
θ θ

+ − − +
− − = ×

− −
=

=

=

− −

 

（附註：本題的條件 2a > 及 2b > 並非必要條件，而是可以弱化的；只要要求切線 L 與 x
軸、 y 軸都恰交於一點即可。） 
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6. 設 , ,U B C 分別表示「全部走法」、「經 B 點」與「經 C 點」的路徑組成的集合。根據取捨

原理，所求路徑總數為 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
11! 5! 6! 8! 3! 5! 3! 3!
7!4! 3!2! 4!2! 5!3! 2!1! 3!2! 2!1! 2!1!
102

n U n B C n U n B n C n B C− ∪ = − + − ∩

= − × − × + × ×

= 。

 

7. 將 1,2,3,4,5,6N = 六種情形逐一討論並加總起來，得所求機率為 

 
6

1

1 5 4(( ) ( ) )
6 6 6

i i

i=
× −∑  

計算後得
23345
93312

。 

8. 將方程式 10 8 6 4 2 1 0x x x x x+ + + + + = 兩邊同乘 2 1x − 可得方程式 12 1 0x − = 。方程式 12 1 0x − =

的十二個根為單位圓（半徑為1的圓）上的十二個等分點；此時將等分點中的1和 1− 移除，

剩餘的十個點即為方程式 10 8 6 4 2 1 0x x x x x+ + + + + = 的十個根。因此，這十個根所圍成的十

邊形面積（如圖所示）為 

 1 1 38 ( 1 1 sin30 ) 2 ( 1 1 sin 60 ) 2
2 2 2

× × × × + × × × × = + 。 

  

9. 首先，橢圓 2 2 2 2: ( 1) ( 1) ( 5) ( 4) 6C x y x y− + − + − + − = 的兩焦點為 (1,  1) 與 (5,  4) ，且其長

軸的長為 6 ；其兩焦點距離為 2 2(5 1) (4 1) 5− + − = 且短軸長為 

 2 252 3 ( ) 11
2

− = 。 

再由題目的假設可知：雙曲線Γ的兩焦點亦為 (1,  1) 與 (5,  4) ，兩焦點距離為 5 且其共軛軸的

長為 11 ；所以雙曲線的貫軸長為 

 2 25 112 ( ) ( ) 14
2 2

− = 。 

最後，由雙曲線的定義，得Γ的方程式為 

 2 2 2 2| ( 1) ( 1) ( 5) ( 4) | 14x y x y− + − − − + − = 。 
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10. 因為 tanα 與 tanβ 為 23 7 1 0x x− + = 的兩根，所以由根與係數的關係，得 

 7tan tan
3

α β+ = 且
1tan tan
3

α β = 。 

再由 tan 的和角公式，得 

 

7
tan tan 73tan( ) 11 tan tan 21

3

α βα β
α β
+

+ = = =
− −

， 

並進而求得 

 2
2 2

2

1 1 1 4cos ( ) 7sec ( ) 1 tan ( ) 531 ( )
2

α β
α β α β

+ = = = =
+ + + +

。 

故所求 

 

2 2

2 2

sin ( ) 2sin( )cos( ) 3cos ( )
cos ( )(tan ( ) 2 tan( ) 3)
4 49 9( 7 3) .

53 4 53

α β α β α β α β

α β α β α β

+ − + + − +

= + + − + −

= − − =
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一、研究目的》 

  上個世紀初期，當印度數學家拉瑪奴姜在英國留學時，他的老師哈代常常好奇的問說「你

每天早上一起床，就寫下這麼多的恆等式，到底是如何發生的？」拉瑪奴姜總是說「那些是昨

晚神明託夢給我的。」例如，其中一個等式 3 3 3 33sec40 sec80 sec20 6( 9 1)° + ° − ° = − ，本文試

圖去證明上述等式達人拉瑪奴姜的等式，以下是證明的過程。 

二、研究過程》 

1. 構造以 sec40α = ° ， sec80β = ° ， sec160γ = ° 為三根的一元三次方程式，由三倍角公式

3cos3 4cos 3cosθ θ θ= − 得知： 

(1) 以 40θ = °代入得 31 4cos 40 3cos40
2

− = ° − °  

3
1 1 14 3
2 sec 40 sec40

⇒− = −
° °

3 2sec 40 6sec 40 8 0⇒ °− ° + = 。 

(2) 以 80θ = ° 代入得 31 4cos 80 3cos80
2

− = ° − °  

3
1 1 14 3
2 sec 80 sec80

⇒− = −
° °

3 2sec 80 6sec 80 8 0⇒ °− °+ = 。 

(3) 以 160θ = °代入得 31 4cos 160 3cos160
2

− = ° − °  

3
1 1 14 3
2 sec 160 sec160

⇒− = −
° °

3 2sec 160 6sec 160 8 0⇒ °− °+ = 。 

(4) 由(1)(2)(3)得知 
以 sec40α = °， sec80β = °， sec160γ = °為三根的一元三次方程式 

是 3 26 8 0x x− + = sec40 sec80 sec160 8αβγ⇒ = °⋅ ° ⋅ ° = − 。 

2. 構造以
1 1
3 3(sec40 )α = ° ，

1 1
3 3(sec80 )β = ° ，

1 1
3 3(sec160 )γ = ° 為三根的一元三次方程式 

(1) 設
1 1 1 1 1 1
3 3 3 3 3 3(sec40 ) (sec80 ) (sec160 )a α β γ= + + = ° + ° + ° 。 

(2) 設
1 1 1
3 3 3( ) ( ) ( )b αβ βγ γα= + +  

 
1 1 1
3 3 3(sec40 sec80 ) (sec80 sec160 ) (sec160 sec40 )= °⋅ ° + ° ⋅ ° + ° ⋅ ° 。 

李維昌／宜蘭高中退休教師
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(3) 設
1 1 1
3 3 3( ) (sec40 sec80 sec160 ) ( 8) 2c αβγ= = ° ⋅ ° ⋅ ° = − = − 。 

(4) 由(1)(2)(3)得知以
1
3α ，

1
3β ，

1
3γ 為三根的一元三次方程式 

是 3 2 2 0z az bz− + + = 3 2 ( )z z az b⇒ + = − 。 
3. 3x z= 且 3 26 8 0x x− + = 3 3 3 2 9 6( ) 6( ) 8 0 6 8 0z z z z⇒ − + = ⇒ − + = 。 
4. 由 2.得知 3 3 3 3 32 ( ) ( 2) ( )z z az b z z az b+ = − ⇒ + = −  

9 6 3 3 3 3 36 12 8 [ 3 ( ) ]z z z z a z abz az b b⇒ + + + = ⋅ − − −  
9 6 3 3 3 3 3 36 12 8 [ 3 ( 2) ]z z z z a z ab z b⇒ + + + = ⋅ − + −  
9 3 6 3 3(6 3 ) (12 6 ) 8 0z a ab z ab b z⇒ + − + + + + + = 。 

5. 由 3～4 得知 9 66 8 0z z− + = 與 9 3 6 3 3(6 3 ) (12 6 ) 8 0z a ab z ab b z+ − + + + + + =  
為同一個方程式 

由比較係數可得
3

3

6 6 3
0 12 6

a ab
ab b

⎧− = − +
⎨

= + +⎩

1

2
 

式− 2 × 式 3 3 3 312 2 12 2b a b a⇒ = + ⇒ = − 3  
由 式 3 3 3 3 312 3 ( 12) 27a ab a a b⇒ − = ⇒ − = 4  
將 式代入 式得 

 3 3 3 3( 12) 27 (12 2 )a a a− = −  

 9 6 3 3 3 636 432 12 324 54a a a a a⇒ − + − = −  
 9 6 3 318 108 12 0a a a⇒ + + − =  
 9 6 3 3 3 318 108 6 12 6a a a⇒ + + + = +  
 3 3 3 3( 6) 6 (2 1)a⇒ + = +  
因為 a 為實數，所以 3( 6)a + 為實數 

 3 36 6 9a⇒ + = 或 36 9 ω⋅ （不合）或 236 9 ω⋅ （不合） 
 3 36( 9 1)a⇒ = −  

 33 6( 9 1)a⇒ = −  

 3 3 3 33sec40 sec80 sec160 6( 9 1)⇒ ° + ° + ° = −  

 3 3 3 33sec40 sec80 sec20 6( 9 1)⇒ ° + ° − ° = −  

得證拉瑪奴姜恆等式。 
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一、前言》 

  俄國數學家弗拉基米爾·阿諾爾德（Vladimir Igorevich Arnold,1937-2010）在其著作《演講

和問題（Lectures and Problems: A Gift to Young Mathematicians）》的第四部分｢給 5 歲到 15 歲

的問題｣中的第 49,50,51 題提及蛇形排列（如圖一）。1引起我很大的學習興趣。 

 

 
圖一 

 
從 1 到 n 的自然數的排列中，若相鄰的項以遞增－遞減（up-down）交錯排列，則稱為蛇形排

列（Snake Permutation），例如： 1n = 時，蛇形排列只有一種可能 [ ]1 ； 2n = 時，蛇形排列只

有一種可能 [ ]1,2 ； 3n = 時，蛇形排列有兩種可能 [ ] [ ]1,3,2 , 2,3,1 ，因為1 3 2,2 3 1< > < > ； 4n =
時，蛇形排列則有五種可能 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]1,3,2,4 , 2,3,1,4 , 1,4,2,3 , 2,4,1,3 , 3,4,1,2 ，因為1 3 2 4< > < , 

2 3 1 4,1 4 2 3,2 4 1 3,3 4 1 2< > < < > < < > < < > < ，概其排列形式宛若條蛇，稱此排列為蛇形排

列。如圖二所示。 

 

圖二 

                                                      
1 感謝中研院數學所李國偉教授的臉書（Facebook）的分享，讓筆者有機會學習到蛇形排列的數學相關

知識。 

陳敏晧／蘭陽女中數學科教師
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二、尋找 5S =？》 

  為了方便討論，我們定義 n 個正整數的蛇形排列數為 nS ，根據前言， 1 2 31, 1, 2,S S S= = =  

4 5,...S = 接著定義第 n 個位置的數為 ( )f n ， 3n = 時，蛇形排列 [ ] ( ) ( ) ( )1,3,2 1 , 2 , 3 ,f f f= ⎡ ⎤⎣ ⎦  

[ ] ( )2,3,1 (1), 2 , (3)f f f= ⎡ ⎤⎣ ⎦ ，而 [ ]1,3,2,4 的蛇形排列 (4) 4f = ，接著尋找 5 ?S = 由於蛇形排列是

遞增－遞減的交錯排列，即 
 

 

 
因為 (2) (1), (2) (3), (4) (3), (4) (5)f f f f f f f f> > > > ，而 1,2,3,4,5 中最大的數是 5，因此，

(2) 5f = 或 (4) 5f = ，令 (2) 5f = ，即 

 

 

 
而{ } { }(1), (3), (4), (5) 1,2,3,4f f f f = ，先決定 (1)f 的值，再從剩下三個數，取最大值即 (4)f ，

最後兩個數為 (3), (5)f f ，因此，方法數為 4
1 1 2! 8C × × = ； (4) 5f = 的方法數，同理可證，所

以， 5 2 8 16S = × = 。 

三、尋找一般項 nS =？》 

  首先證明若從 1 到 n 的自然數相鄰的項以遞減－遞增（down-up）的交錯排列，其排列數

nS′ 與 nS 相 同 ， 定 義 第 n 個 位 置 的 數 為 ( ) 1 ( )f n n f n′ = + − ， 例 如 ： 4n = 的 其 中 一 種可 能

[ ]1,3,2,4 ， 若 以 遞 減 － 遞 增 排 列 則 為 [ ] [ ]5 1,5 3,5 2,5 4 4,2,3,1− − − − = ， 其 餘 四 種

[ ] [ ] [ ] [ ]5 2,5 3,5 1,5 4 3,2,4,1 , 5 1,5 4,5 2,5 3 4,1,3,2− − − − = − − − − =  

[ ] [ ] [ ] [ ]5 2,5 4,5 1,5 3 3,1,4,2 , 5 3,5 4,5 1,5 2 2,1,4,3− − − − = − − − − = ， 因 為 ( ) 1 ( )f n n f n′ = + − ， 所

以， f f ′→ 是 1-1 且為映成（onto）函數，即對射（bijective）函數，因此，函數個數

n nS S′= 。 
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  現在考慮 6n = 的兩種排列（遞增－遞減；遞減－遞增），首先確定最大數 6 所在的位置： 

 

 
因為 6 的左邊的排列數為 0 1S = ；6 的右邊為遞增－遞減，其排列數為 5 16S = ，所以，排列數

5
0 0 5 1 1 16 16C S S= = × × = 。 

 

 
先從 1,2,3,4,5 選出一個數，填入 ( )1f ，選法為 5

1C ，因為 6 的左邊的排列數為 1 1S = ；6 的右邊

為遞增－遞減，其排列數為 4 5S = ，所以，排列數 5
1 1 4 5 1 5 25C S S= × × = × × = 。 

 

 
先從 1,2,3,4,5 選出兩個數，填入 ( )1 , (2)f f ，選法為 5

2C ，因為 6 的左邊為遞減－遞增，其排列

數 為 2S′ ， 又 2 2 1S S′ = = ； 6 的 右 邊 為 遞 增 － 遞 減 ， 其 排 列 數 為 3 2S = ， 所 以 ， 排 列 數
5 5
2 2 3 2 2 3 10 1 2 20C S S C S S′= × × = × × = × × = 。 

 

 
先從 1,2,3,4,5 選出三個數，填入 ( ) ( )1 , (2), 3f f f ，選法為 5

3C ，因為 6 的左邊為遞增－遞減，

其 排 列 數 為 3S ； 6 的 右 邊 為 遞 增 － 遞 減 ， 其 排 列 數 為 2S ， 所 以 ， 排 列 數
5
3 3 2 10 2 1 20C S S= × × = × × = 。 
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先從 1,2,3,4,5 選出四個數，填入 ( ) ( ) ( )1 , (2), 3 , 4f f f f ，選法為 5
4C ，因為 6 的左邊為遞減－遞

增 ， 其 排 列 數 為 4 4 5S S′ = = ； 6 的 右 邊 其 排 列 數 為 1S ， 所 以 ， 排 列 數
5 5
4 4 1 4 4 1 5 5 1 25C S S C S S′= × × = × × = × × = 。 

 

 
先從 1,2,3,4,5 選出五個數，填入 ( ) ( ) ( ) ( )1 , (2), 3 , 4 , 5f f f f f ，選法為 5

5C ，因為 6 的左邊為遞增

－遞減，其排列數為 5 16S = ；6 的右邊其排列數為 0S ，所以，排列數 5
5 5 0 1 16 1 16C S S= = × × = ，

所以， 

6 6

5 5 5 5 5 5
0 0 5 1 1 4 2 2 3 3 3 2 4 4 1 5 5 0

5
5

5
0

16 25 20 20 25 16
122

−
=

′+

= + + + + +
= + + + + +
=

=∑ k k k
k

S S

C S S C S S C S S C S S C S S C S S

C S S

 

由此可推論： 
1 1 1

1 1
1 1

0 0 0

( 1)! ( 1)!
! ( 1 )! ! ( 1 )!

− − −
− − −

− − − −
= = =

−′+ = = = − × ×
× − − − −∑ ∑ ∑

n n n
n k n k

n n k k n k k n k
k k k

n S SS S C S S S S n
k n k k n k

 

為 了 消 去 ( 1)!n − ， 令
!
k

k
Sa
k

= ， 又 n nS S′= ， 得
1

1
0

2 ( 1)!
n

n k n k
k

S n a a
−

− −
=

= − × ×∑ ， 移 項 得

1

1
0

2
( 1)!

n
n

k n k
k

S a a
n

−

− −
=

= ×
− ∑ ， 左 式 分 子 分 母 同 乘 n ， 得

1

1
0

2
( 1)!

n
n

k n k
k

S n a a
n n

−

− −
=

×
= ×

− × ∑ ， 整 理 得

1

1
0

2
n

n k n k
k

na a a
−

− −
=

= ×∑ ， 假 設 ( )f x 是 na 的 生 成 函 數 （ Generating Function ） ， 因 此 ，

0 0
( )

!

n n
k kk

k
k k

Sf x a x x
k= =

= =∑ ∑ ，將 ( )f x 自乘兩次，即 

( ) ( ) ( )

( )
[ ]
[ ]

2 2 3 2 3
0 1 2 3 0 1 2 3

2 2 3
0 0 1 1 0 0 2 1 1 2 0 0 3 1 2 2 1 3 0

2 2 3
0 2 3 4

2 2 3
0 2 3 4

2
0 1

2

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2 3 2 4

2 2 3 4

2 ( )

1 2 ( ) 1
2

f x f x f x a a x a x a x a a x a x a x

a a a a a x a a a a a a x a a a a a a a a x

a a x a x a x

a a x a x a x

a f x a

f x
f

⎡ ⎤ = × = + + + + + + + +⎣ ⎦

= + + + + + + + + + +

= + × × + × + × +

= + + + +

′= + −

′= + −

′= ( ) 1x −
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令 ( )y f x= ，上式可改為 2 2 1y y′= − ，移項得 2

1
2 1

y
y
′

=
+

，左右對 x 積分得 11 tan
2

x c y−+ = ，其

中 c 為 常 數 ， 左 右 掛 tan ， 得 11tan( ) tan(tan ) ( )
2

x c y y f x−+ = = = ， 當 0x = 代 入 ，

(0) tan 1f c= = ，即
4

c π
= ，因此， 

2 3
0 1 2 3

1( ) tan( )
2 4

f x x a a x a x a xπ
= + = + + + + 1  

令 x 用 x− 代入， 

2 3
0 1 2 3

1( ) tan( )
2 4

f x x a a x a x a xπ
− = − + = − + − + 2  

由 +1 2得 

tan tan tan tan1 1 2 4 4 2tan( ) tan( )
2 4 2 4 1 tan tan 1 tan tan

2 4 4 2

x x

x x x x

π π
π π

π π

+ −
+ + − + = +

− ⋅ + ⋅
 

 
1 tan 1 tan cos sin cos sin

2 2 2 2 2 2
1 tan 1 tan cos sin cos sin

2 2 2 2 2 2

x x x x x x

x x x x x x

+ − + −
= + = +

− + − +
 

 
2 2

2 2

(cos sin ) (cos sin )
2 2 2 2

cos sin
2 2

x x x x

x x

+ + −
=

−

2 22(cos sin ) 22 2
coscos(2 )

2

x x

x x

+
= =

×
 

 2sec x=  
即 2 4 2

0 2 4 22sec 2( )n
nx a a x a x a x= + + + + + ，所以， 2 4 2

0 2 4 2sec n
nx a a x a x a x= + + + + + ，

由於
!
n

n
Sa
n

= ，得 2 2(2 )!= ×n nS n a ，最後得
2

2 02 sec ==
n

n xn

dS x
dx

。 
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同理可得， 
由 −1 2得 

tan tan tan tan1 1 2 4 4 2tan( ) tan( )
2 4 2 4 1 tan tan 1 tan tan

2 4 4 2

x x

x x x x

π π
π π

π π

+ −
+ − − + = −

− ⋅ + ⋅
 

 
1 tan 1 tan cos sin cos sin

2 2 2 2 2 2
1 tan 1 tan cos sin cos sin

2 2 2 2 2 2

x x x x x x

x x x x x x

+ − + −
= − = −

− + − +
 

 
2 2

2 2

(cos sin ) (cos sin )
2 2 2 2

cos sin
2 2

x x x x

x x

+ − −
=

−

4sin cos 2sin(2 )
2 2 2

coscos(2 )
2

x x x

x x

⋅ ⋅
= =

×
 

 2 tan x=  
即 3 5 2 1

1 3 5 2 12 tan 2( )n
nx a x a x a x a x +
+= + + + + + ， 

所以， 3 5 2 1
1 3 5 2 1tan n

nx a x a x a x a x +
+= + + + + + ，由於 2 1

2 1 (2 1)!
n

n
Sa
n

+
+ =

+
，得 

2 1 2 1(2 1)!+ += + ×n nS n a ，最後得
2 1

2 1 02 1 tan
+

+ =+=
n

n xn

dS x
dx

。 

四、結論》 

  法國數學家安德魯（Désiré André,1840-1917）分別在 1879 年、21881 年發表蛇行排列等相

關論文，3當時稱為交錯排列（alternating permutation）或之字形排列（zigzag permutation）。

因此，決定集合{ }1,2,3,...,n 的蛇形排列數 nS 被稱為安德魯問題，此排列數 1, 1, 2, 5, 16, 61, 272, 

1385, 7936, 50521, ...蛇形排列是個值得研究的數學主題，其連結的數學領域也是相當廣泛，相

當呼應數學家陶哲軒的話：｢我常常花很多時間在一個非常簡單的問題上，直到我弄明白問題

的來龍去脈，當你準備向更高水準進軍時，這真的有幫助。｣ 

                                                      

2 André, Désiré (1879), "Développements de séc x et de tang x", Comptes rendus de l'Académie des 

sciences, 88: 965–967. 

3 André, Désiré (1881), "Sur les permutations alternées" , Journal de mathématiques pures et appliquées, 

3e série, 7: 167–184. 
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以「病毒來了--對數消消樂」為例 
                

 

一、緣起／動機》 

  身為高中數學老師，對數學充滿興趣、對教學卻是用盡心力。一昧的課程講述，很難引起

學生的學習動機，因此，許多老師開始發展各式各樣的教學活動。筆者多年前開始接觸桌遊，

發現桌遊中運用到大量的數學和邏輯、又充滿趣味，因此開始思考，若能將高中數學的知識點

以桌遊方式呈現，一定能大大提升學生的學習興趣和信心，也可以讓課堂變得多元又有趣。另

一方面，近幾年研習聽到許多專家學者，如侯惠澤教授也指出，在遊戲中學習，可以降低學生

的學習焦慮感、培養學生的挫折容忍度、提升專注力和引起學習動機，同時也讓課堂的教學方

式變得多元且具啟發性。又如臺大葉丙成教授的 Pogamo 研發團隊，也帶動線上遊戲化學習，

讓許多莘莘學子主動完成作業。因此，筆者也開始朝這個方向努力。目前除了研究桌遊，並曾

於多元選修開課外，也研發了一款桌遊，以對數為知識點出發，融合市面桌遊機制，期待能以

遊戲化學習方式來提升學生的學習動機和學習成效。 

二、病毒來了桌遊介紹》 

  本款遊戲為筆者自行研發，以對數基本運算為知識點，融合瘟疫危機和御竹園桌遊機制，

期待能從遊戲中帶給學生不一樣的學習感受。 

 
前言／故事 
遠古時代，惡魔來到福爾摩沙島，並開始散播病毒，被病毒感染的區域無法居住，人們開始想

辦法消滅病毒，請來當代最厲害的醫生，可以看穿病毒的屬性予以消滅。現在，就請你一起來

解救福爾摩沙島的民眾吧！小心，惡魔就在你身邊~~ 

 
遊戲配件（原始大小如附件） 
1. 六角板（三色，各 12 件） 
2. 任務卡（三類，版圖 12 張、散播病毒 18 張、消滅病毒 18 張） 
3. 惡魔 1，醫生 1 
4. 病毒（三色） 
5. 連接鏈（20 根） 
6. 個人行動卡 4，行動車 8 
7. 骰子 1（進階版） 

林秋華／永仁高中數學科教師
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遊戲人數 
4 人 

 
遊戲時間 
約 30～50 分鐘（初次須講解遊戲規則，會花較多時間） 

 
遊戲規則和步驟 
1. 每個人拿一張個人行動卡和 2 個行動車，每回合可執行兩個行動。 
2. 將病毒中心卡（六角卡）放在桌子正中央，其餘六角卡洗勻背朝上放好備用。 
3. 將任務卡分三堆，分別洗勻背朝上放好備用，每個玩家於每堆各拿取一張當起始手牌。 
4. 由年紀最長的玩家開始： 

(1) 決定行動車，可執行兩個行動：放六角卡、抽任務卡、移動惡魔、移動醫生、放連接

鏈、移動桌面的六角卡。 
(2) （進階版加入）丟骰子決定命運：惡魔從天而降、醫生從天而降、病毒擴散（一個）、

加一個行動、減一個行動、可重複行動。 
(3) 執行骰子和行動車（進階）的動作。 

(A)行動車：可選擇兩次不同的行動。 
放六角卡：翻開一張六角卡並放置可運算或與其他六角卡連接的地方。 
抽任務卡：隨意抽一張任務卡，手上最多五張任務卡。 
移動惡魔：移動惡魔至某區域，最多六步，並散播病毒於駐足的區域和與之連接並有整

數關係式的區域。 
移動醫生：移動醫生至某區域，最多六步，並解除駐足的區域一個病毒。 
放連接鏈：拿取連接鏈，連接底數不相同的區域，使之擴張。 
移動桌面的六角卡：直接移動桌面上的一張六角卡（六角卡上沒有任何東西駐足）並放

置合理位置。 
(B)骰子（進階版） 
惡魔從天而降：惡魔可降落至任何區域，並散播一個病毒在該區域。 
醫生從天而降：醫生可降落至任何區域，並解除一個病毒在該區域。 
病毒擴散（一個）：可選擇一個已有病毒的區域再滋生一個病毒。 
加一個行動：共有三次行動。 
減一個行動：只剩一個行動。 
可重複行動：可執行相同的行動。 

(4) 確認任務是否完成（其他人也可以確認，只要任務符合即可），完成的任務打開放桌

面，收回病毒，代表完成和得分。 
(5) 遊戲進行至有人完成第 6 項任務時，進行最後一輪，結束後結算分數。 
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六角卡說明 
1. 六角卡必須與病毒中心連接才會發生作用，向外發展時，若底數相同視為連接，若底數不

同必須有連接鏈才能使之擴張。 
2. 連接的六角卡，若透過運算可以得到整數，則可選擇惡魔走到該區域，然後在有連接的六

角卡上各散播一個病毒，同一區域最多可以累積散播 5 個病毒。惡魔每次的行進路線最多

六步，可轉彎或到不同區。惡魔散播的病毒可以依任務卡得分。 
3. 醫生可以解除所占區域的一個病毒，醫生每次的行進路線最多六步，可轉彎或到不同區。

醫生解除的病毒可以依任務卡累積得分。 
4. 完成特定的地圖圖形，可以依任務卡得分。 

 
任務卡說明 
1. 地形卡：完成指定地形，即可得分。 
2. 散播病毒卡（惡魔任務）：完成散播病毒數量並符合顏色即可，相同顏色必須在同一張六

角卡內。得分後，散播的病毒需收回，不可重複完成任務。 
3. 終結病毒卡（醫生任務）：消滅符合圖卡的病毒顏色即可得分。得分後，消滅的病毒需收

回，可重複完成任務。 

 
獲勝點 
1. 當有人完成第 6 項任務時，遊戲進行最後一輪，之後結算分數。 
2. 每張任務卡都有分數，若 6 個任務都是惡魔任務，分數*3，若有 5 個惡魔任務，則惡魔任

務的分數*2。同理，若 6 個任務都是醫生任務，分數*4，若有 5 個醫生任務，則醫生任務

的分數*3。其他狀況，分數*1。（自由度：老師也可視狀況調整分數） 
3. 總分最高者勝出。 

三、數學史／知識／概念》 

  對數的出現可以說是數學史上的重要發明，它縮短了數學家和天文學家的計算，並被廣泛

應用在許多地方。約在西元十七世紀初左右，蘇格蘭數學家納皮爾開始研究對數，當時他希望

能得到比較快速的計算方式，比方如何更快計算 128*2048？以現在的語言來說，相當於他發

現 7128 2= ， 112048 2= ，所以 
 

7 11 18128*2048 2 *2 2 262144= = =  
 
  於是他研究不同的底數發展出對數學，並在西元 1614 年出版了

《奇妙對數定律說明書》，詳細的記載了對數作用、運算規律及對數值

表等等。納皮爾被譽為「對數締造者」。 
  但其中的指數符號是在 1637 年才由法國數學家笛卡兒開始使用，

當時並沒有觀察到指數和對數的關係，一直到 18 世紀，才由瑞士數學

家歐拉發現了指數與對數的互逆關係。所以，對數的發現其實是先於指
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數，這也是數學史上比較珍貴的一段趣聞。但我們高中數學的編排卻是先學指數、再學對數，

似乎指數的理解比較直接，對數的理解則需要再三地確認，但無庸置疑的，指對數是數學上很

好用的函數。（參考資料：https://read01.com/8LAQ8g.html） 

 
納皮爾的其中一頁對數表 

 
  高中課程中提到的對數律，筆者整理如下： 

定義：當底數 0a > ， 1a ≠ ， 0b > 時，方程式 xa b= 有唯一實數解 logax b= 。 
故有： 
1. log 1a a =  
2. log 1 0a =  

3. log x
a a x=  

4. loga ba b=  
5. log log loga a ars r s= + ，其中 0r > ， 0s >  

6. log log loga a a
r r s
s
= − ，其中 0r > ， 0s >  

7. log logt
a ab t b= ，其中 t 為任意實數 

8. 換底公式
loglog
log

c
a

c

bb
a

= ，其中 0c > ， 1c ≠  

9. log log 1a bb a× =  

10. log logm
n

aa

nb b
m

= ，其中 m，n 為任意實數 

  透過「病毒來了」桌遊，學生可以熟悉對數律的基本運算。這款遊戲改編自御竹園，遊戲

本身就非常具有邏輯性和趣味性，筆者加以改編，融入對數運算和增加遊戲的挑戰性，學生為

了散播病毒就必須努力將六角卡上的對數做組合，並透過運算得到整數，如此惡魔才能占據該

區域並散播病毒。而醫生在病毒散播後就可以開始消滅，一長一消，每個玩家都會在遊戲中熟

悉對數的基本運算，並邏輯推理該如何得到高分，因此本款遊戲也挑戰學生的決策能力。 
  對數雖然在天文、科學和數學上有極大的貢獻，但卻是高中生不易理解和掌握的單元，透

過本遊戲讓學生熟悉對數律的基本運算後，學生才有信心挑戰更難的題目。 
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四、數學桌遊整理／後記》 

  桌遊學數學、數學來桌遊，一起來「桌」住數學感！市面上桌遊琳瑯滿目，筆者整理了適

合於多元選修或數學課程使用的桌遊，提供大家參考： 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  學習本身就充滿樂趣，如何點燃學生心中的學習欲望，是每個老師重要的任務。筆者研發

此款遊戲「病毒來了—對數消消樂」時，雖然花費許多時間和心力，也有遇到困難，但過程中

的創作發想和產出時的喜悅卻是筆墨難以形容的。若在學習的過程中，學生也能領悟學習的喜

悅與創作的樂趣，相信學生會更願意花時間克服自己的學習困境。如同筆者於過程中不斷修正

遊戲機制和克服製作上的困境一樣，當心中的欲望被點燃，學習便不中斷。 
  本款遊戲尚有進階版與 10 分鐘微翻轉玩法，遊戲過程中若有任何問題，歡迎與筆者聯絡

討論。如需引用，請註明出處。 
 附上聯絡資訊～email：chlin454@gmail.com  
 FB：林秋華 
 任教學校：臺南市立永仁高中 
 FB 社群：數學咖啡館 

 

常
用
桌
遊 

卡卡頌→矮人金礦→卡坦島→多米諾王國（版圖牽涉） 

牛頭王→聖石之路→達文西密碼→拉密（超強數字感） 

說書人→估估劃劃→妙筆神猜（表達能力） 

Bang！→富饒之城→阿瓦隆→風聲（心機、團隊合作） 

賽駱駝→馬尼拉→卡坦島（機率論） 
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〈附件 1〉 

設計手稿 

 
 （圖片來源：林秋華） 
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〈附件 2〉 
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〈附件 3〉 
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  動手玩數學 
許志農／臺灣師大數學系 

求邊長依序為 

25, 39, 52, 60 
的圓內接四邊形之 
(1)兩條對角線長。 
(2)面積。 

 

 
 
［玩鎖‧玩索］  
這是印度數學家婆羅摩笈多（Brahmagupta）

所找到邊長、對角線與面積都是有理數的圓內

接四邊形。大家都可以背出好幾個三角形的面

積公式，例如： 

2
×底 高

， ( )( )( )s s a s b s c− − − ，
1 sin
2

ab C，… 

但是，你知道任何四邊形的面積公式嗎？大概

不 知 道 吧 ！ 在 下 圖 的 凸 四 邊 形 中 ， 若

2
a b c ds + + +

= ，則此凸四邊形面積可以表為 

(cos( ) 1)( )( )( )( )
2

abcds a s b s c s d α β+ +
− − − − − 。 

 

據說，婆羅摩笈多就是利用這個公式找到邊

長、對角線與面積都是有理數的圓內接四邊

形。關於凸四邊形面積公式，我們可以做底下

的延伸： 
(1) 當 0d = 時，此時凸四邊形退化成三角形，

面積公式就是有名的海龍公式。 
(2) 當 180α β+ = °時，因為對角互補，所以凸

四邊形是圓內接四邊形，且面積公式變成 

   ( )( )( )( )s a s b s c s d− − − − 。 

(3) 因為 cos( ) 1 0+ + ≥α β ，所以凸四邊形的面

積 ( )( )( )( )s a s b s c s d≤ − − − − 。 
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如圖所示：它是一個邊長 5 的正

六邊形小杏仁蛋糕餐盒，在餐盒

擺滿同一形狀的菱形小杏仁蛋

糕，為了不留下任何空隙，不難

發現，菱形小杏仁蛋糕有三種不

同的擺設方式（每個菱形小杏仁 
蛋糕的邊都需與正六邊形餐盒的某兩邊平

行）。 

 
問題是「這三種不同方向的菱形小杏仁蛋糕個

數會一樣多嗎？如何覓得方法詮釋它呢？」就

以上圖來說，每個方向的菱形小杏仁蛋糕個數

都是 25 個，不多也不少。這是特例，還是常

態呢？ 

 
［玩鎖‧玩索］  
  這是有名的小杏仁蛋糕問題，可參考

Roger B. Nelsen 所著《Proofs Without Words》

這本書的第 142 頁。它是一道考驗空間想像能

力的問題，答案是一樣多。 
  你可以朝以下的方向來思考：想像你正將

許多的磚塊堆放在房子的一個角落，從遠一點

的位置觀察這些磚塊所呈現出來的圖形。看看

這樣的圖形與遊戲裡的圖形是否很像。每一塊

看得見的磚塊，至多會有三個不同的面向，這

面向又告訴我們何種事情呢？ 

 
 
 
 
 
 

驢與騾身上各背著幾百公斤重

物，牠們互相埋怨，驢對騾說：「只

要把你所背的重量給我一百公

斤，我所背的就是你的兩倍。」

騾回答說：「不錯，可是如果把你

背的給我一百公斤，我背的就是

你的三倍。」 
問：騾與驢各背了多少公斤？ 

 
［玩鎖‧玩索］  
假設未知數，利用題目的條件寫下未知數所滿

足的方程式，再利用代數的技術解決方程式中

的未知數是中學生必須熟悉的一個數學解題

方法。這裡借用尤拉所蒐集的一道數學趣題來

考驗解二元一次聯立方程組的能力。 
尤拉對青少年的數學教育很熱衷，開發了許多

引人入勝的數學趣題，用來啟蒙青少年的數學

解題能力，例如底下是與等差數列有關的數學

問題： 
從等差數列 

1, 4, 7, 10, 13, 16, 19,…, 97, 100 
中任選 19 個相異的數，其中必有兩數的和為

104。 
  這道尤拉問題的提示是將這 34 個數分成

如下的 18 堆： 

{1}, {52}, {4, 100}, {7, 97}, {10, 94}, 
    {13, 91},…, {49, 55}. 
你領悟了上述問題的解法嗎？ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

遊戲 142 

☆☆☆☆☆ 

遊戲 143

☆ 



  數亦優 47

我們可以將時間以分鐘表示，例

如 早 上 七 點 三 十 分 記 為

7 60 30 450t = × + = ，下午三點十

五分記為 15 60 15 915t = × + = ；反

過來 145t = 代表半夜兩點二十五

分。 
如果一個人在時間 t 時，注視著時鐘，那麼經

過 

360 11 180 3
11 360 2

t t⎛ ⎞−⎡ ⎤ + −⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠
 

分鐘後，此人將首次看到時鐘裡的時針與分針

互相垂直。這裡的符號 [ ]x 是指高斯整數函

數，即當 1n x n≤ < + （n 為整數）時，[ ]x n= 。 

(1) 晚上八點四十三分所對應的時間 t 是多

少？ 
(2) 1000t = 對應到幾點幾分？ 
(3) 當你下午一點二十分開始注視著時鐘，經

過幾分鐘後會首次見到時鐘裡的時針與

分針互相垂直。 

 
［玩鎖‧玩索］  
高斯整數函數[ ]x 也可以定義為「不超過 x 的

最大整數。」高斯整數函數跟大家熟悉的四捨

五入一樣，都是將實數對應到一個整數，差別

只在取捨方式，高斯整數函數是把多餘的小數

部分捨掉，而四捨五入是依據小數部分是否過

半來決定捨掉或者加 1，也就是說，四捨五入

是「取最接近 x 的整數，但有兩個整數與 x 同

樣接近時，取較大的那個整數。」 

 

遊戲 144 

☆☆☆☆ 



 數亦優 48 

動手玩數學~破解祕笈 
遊戲 137 

因為每星期有 7 天，所以可設二月的 4 個星期

三分別為 a , 7a  , 14a  , 21a  。根據假設 

( 7) ( 14) ( 21) 62a a a a       ， 

解得 5a  。 

(1) 二月的日曆為 

 

(2) 由二月的日曆知元月 31 日是星期五，元

月 24,17,10,3 日也都是星期五，故元旦為

星期三。 

 

遊戲 138 

(1) 因為 1 3b  ，每一次迭代都把一個灰色三角

形分割成 3 個小灰色三角形，所以 nb 是

首項 1 3b  ，公比 3 的等比數列。即一般項 

13 3 3n n
nb

   。 

(2) 根據「第 2 圖是將第 1 圖再挖 3 個三角形

而得，第 3 圖是將第 2 圖再挖 23 個三角形

而得，…」，得知 nw 可以表示成如下的級

數和 

1 2 1 1 3 3 1
1 3 3 3

1 3 2

n n
n

nw
  

      


 。 

［玩鎖‧玩索］解析 

(1) 14n na a  。 

(2) 13 4nna
  。 

(3) 1

4

3n nb b  。 

(4) 1 1
1

4 4
( ) 3( )
3 3

n n
nb b     。 

 

遊戲 139 

如果令正方形右下角的坐標為 ( , )x y ，那麼正

方形左上角的坐標應為 ( , )y x 。又這兩個點

( , )x y ， ( , )y x 都在拋物線上，所以 x， y滿足

多項式方程組 

7
(1 )

2
7

(1 )
2

y x x

x y y

  

  


 

將兩式相減，得 

2 27 7
( ) ( ) ( )( 1)

2 2
x y y y x x x y x y          

9

7
x y   ， 

將
9

7
x y  代入

7
(1 )

2
y x x  ，得 

249 63 18 0 (7 3)(7 6) 0x x x x       ， 

解得
3

7
x  或

6

7
。故拋物線上取的點坐標為 

6 3
( , )
7 7

與
3 6

( , )
7 7

。 

 

遊戲 140 

利用多項式的直式算法將兩個多項式相乘，可

以得到 
4 3 2( ) 4 2 4 4f x x x x x     。 

［玩鎖‧玩索］解析 

乘開後，得 4 25 5x x  。 

 



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


