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柯西不等式 ─ 

 
                                             

※ 引言 》 

    在高中的課程裡有兩個很重要的不等式證明：一個是算幾不等式，另一個是柯西不

等式。 

    在 2n = 的算幾不等式：
2

a b ab+
≥ ，有一個漂亮的無言證明。 

如圖，是一個以 BC 為直徑的半圓，O為圓心， 

設 ,AB a AC b= = ，則
1,
2 2

a bAD ab OD BC +
= = = ， 

由直角三角形斜邊大於任一股，容易看出成立。 

＊註：由△ ABD ~△ ADC可證出 AD ab= 。 

    因此，引發我想柯西不等式在 2n = 是否也有類似的無言證明。 

※ 內文 》 

    首先 ( )( ) ( )22 2 2 2a b c d ac bd+ + ≥ + 化成 2 2 2 2a b c d ac bd+ + ≥ + ，因而想到

2 2 2 21 1
2 2

a b c d ac bd+ + ≥ + ，此不是跟面積有關係嗎？ 

如圖，直角△OAB ，直角△OCD， 

設 , , ,AB a OA b OC c CD d= = = = ， 

則 2 2 2 2,OB a b OD c d= + = + ， 

△OBD的面積為 2 2 2 21 sin
2

a b c d θ+ + ，其中 BODθ = ∠ ， 

在此比較麻煩的是
1
2

ac bd+ ， 

但
1
2

ac bd+ 的最大值是△ BOD為直角三角形時。 
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因而想到右圖，此時四邊形 ABDC 是梯形， 

△ BOD的面積=梯形 ( )ABDC OAB OCD− D + D ， 

恰好 

△ BOD的面積 ( )( ) ( ) ( )1 1 1
2 2 2

a d b c ab cd ac bd= + + − + = + 。 

故而修正如下： 

柯西不等式的一個無言證明： 

如圖，設 , , ,AB a OA b OC c CD d= = = = ， 

∠ 90BAO = °﹐∠ 90OCD = °，

( )( ) ( ) ( )1 1 1
2 2 2

BOD a d b c ab cd ac bdD = + + − + = + ， 

又 BODD ≤ 2 2 2 21
2

a b c d+ +  

2 2 2 21 1( )
2 2

ac bd a b c d⇒ + ≤ + + ， 

即 ( ) ( )( )2 2 2 2 2ac bd a b c d+ ≤ + + ， 

等號成立時△OAB ~△DCO : :a c b d⇔ = 。 
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＊＊ 摘要  

    高中數學微積分教材已處理三次函數的圖形及三次方程式實根的判別問題： 

 當三次函數 3 2( )f x ax bx cx d= + + + 有兩個相異臨界點時（即判別式 2 3 0b ac− > 時）， 

 若 ( ) 0f x = 有三個相異實根，則函數 ( )f x 在兩臨界點的值異號；反之， 

 若函數 ( )f x 在兩臨界點的值異號，則 ( ) 0f x = 有三個相異實根。 

本文將用行列式的方法，進一步探討三次方程式根的判別。 

 

＊＊內文 

    三次函數 ( )f x 在兩臨界點 ,α β 的值異號，意謂函數值的乘積小於 0，即

( ) ( ) 0f fα β⋅ < ，但要如何求出函數「在臨界點之值的乘積」呢？底下，我們考慮多項

式函數 ( )f x 及其導函數 ( )f x′ ，並求出 ( )f x 除以 ( )f x′ 的餘式，嘗試連結它們的關聯，

初步得到下面的結論： 

引理 1： 

n次多項式 1
1 1 0( ) n n

n nf x a x a x a x a−
−= + + + + （其中 2n ≥ ）除以 1n − 次多項式

1 2
1 2 1 0( ) n n

n ng x b x b x b x b− −
− −= + + + + 的餘式為 

( )
( )2 3

1 2 2 12
1

1( ) n n
n n

n

r x x x x
b

− −
− −

−

= ⋅ Λ + Λ + +Λ +Λ3 ， 

其中 kΛ 為三階行列式

1

1 2 1

1 2 1

0n n

n n n

n k n k n k

a b
a b b

a b b

−

− − −

− − − − − −

﹐1 2k n≤ ≤ − ，且

1

1 1 2 1

0 0

0

0

n n

n n n n

a b
a b b
a b

−

− − − −Λ = 。 

證明 》 

餘式 ( )r x 的 2nx − 項係數為 

( )
( )

( )

1
2 1

2 1 3 1 2 1 2 12 2
1 21 1

2 3 2

0
1 1 n n

n n
n n n n n n n n n

n nn n
n n n

a b
a b

a b a b b b a b b
a bb b a b b

−
−

− − − − − − − −
− −− −

− − −

 
⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ = ⋅  
 

； 

當 2 2k n≤ ≤ − 時，餘式 ( )r x 的 1n kx − − 項係數為 

( )
( )

( )

1
2 1

1 1 2 1 1 1 2 12 2
1 21 1

1 2 1

0
1 1 n n

n n
n k n n n k n n k n n n

n nn n
n k n k n k

a b
a b

a b a b b b a b b
a bb b a b b

−
−

− − − − − − − − − − −
− −− −

− − − − − −

 
⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ = ⋅  
 

； 

葉善雲／台北市東山高中 
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而餘式 ( )r x 的常數項為 

( )
( )

( )

1
2 1

0 1 0 1 2 12 2
1 21 1

0 0

0
1 10

0

n n
n n

n n n n
n nn n

a b
a b

a b b a b b
a bb b a b

−
−

− − − −
− −− −

 
⋅ ⋅ + + ⋅ = ⋅  
 

。 

說明 》 

引理中之 kΛ 為下列表達式第一列、第二列與第 2k + 列所成之三階行列式： 

1

1 2 1

2 3 2

1 0 1

0 0

0

0

n n

n n n

n n n

a b
a b b
a b b

a b b
a b

−

− − −

− − −

 
 
 
 
 
 
 
  
 

  
，即

1

1 2 1

1 2 1

0n n

k n n n

n k n k n k

a b
a b b
a b b

−

− − −

− − − − − −

Λ = ，其中1 1k n≤ ≤ − 且 1 0b− = 。 

推論 》 

設 1
1 1 0( ) n n

n nf x a x a x a x a−
−= + + + + （其中 2n ≥ ）為n次多項式函數，則 ( )f x 除以其導

函數 ( )1 2
1 2 1( ) 1 2n n

n nf x na x n a x a x a− −
−′ = + − + + + 的餘式 ( )r x 為 

( )2 3
1 2 2 12

1( ) n n
n n

n

r x x x x
n a

− −
− −= ⋅ ∆ + ∆ + + ∆ + ∆3 ， 

其中 k∆ （1 1k n≤ ≤ − ）為下列表達式第一列與第 1k + 列所成之二階行列式： 

( )

( )

1

1 2

2 1

1 0

1 2

2 1

n n

n n

na a
n a a

a n a
a na

−

− −

 
 

− 
 
 

− 
  
 

  ，即
( ) ( )

1

11
n n

k
n k n k

na a
n k a k a

−

− − −

∆ =
− +

﹐1 1k n≤ ≤ − ，此處表達式之第

一行為導函數 ( )f x′ 的係數且第二行為函數 ( )f x 係數的變化（第二行第 r 項是將 ( )f x 之

n rx − 項係數 n ra − 改為 n rra − ）。 

證明 》 

由上面的引理得 ( )f x 除以其導函數 ( )f x′ 的餘式 ( )r x 為 

( )
( )2 3

1 2 2 12
1( ) n n

n n
n

r x x x x
na

− −
− −= ⋅ Λ + Λ + +Λ +Λ3 ， 
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其中 kΛ 為三階行列式 ( )
( ) ( )

1 1

1 1

0
1

1

n n

n n n

n k n k n k

a na
a n a na

a n k a n k a
− −

− − − − −

−

− − −

﹐1 1k n≤ ≤ − 。 

而此處 kΛ 可化簡為
( ) ( )

1

11
n n

k n n k
n k n k

na a
a a

n k a k a
−

− − −

Λ = ⋅ = ⋅∆
− +

﹐1 1k n≤ ≤ − ，於是得餘式

( )2 3
1 2 2 12

1( ) n n
n n

n

r x x x x
n a

− −
− −= ⋅ ∆ + ∆ + + ∆ + ∆3 。 

引理 2： 

設 1
1 1 0( ) n n

n nf x a x a x a x a−
−= + + + + （其中 3n ≥ ）為 n次多項式函數，且 ( )f x 除以其導

函數 ( )f x′ 的餘式為 ( )2 3
1 2 2 12

1( ) n n
n n

n

r x x x x
n a

− −
− −= ⋅ ∆ + ∆ + + ∆ + ∆3 ，若 1 2 1, , , nα α α − 為

( ) 0f x′ = 的根， 1 0∆ ≠ 且 1 2 2, , , nβ β β − 為 ( ) 0r x = 的根，則 

( ) 1
1

1 2 1 1 2 23 4 2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n

n nn n
n

f f f f f f
n a

aaa   β β β
−

− −− −

∆
′ ′ ′⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⋅
33  。 

證明 》 

設 1

2

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

f x f x q x r x
f x r x q x s x

′= ⋅ +
 ′ = ⋅ +

且

( )( ) ( )

( )( ) ( )

1 2 1

1
1 2 22

( )

( )

n n

n
n

f x na x x x

r x x x x
n a

aaa 

β β β

−

−

′ = ⋅ − − −


∆ = ⋅ − − −





，則 

( )
( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )
( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )
( )

( )

1 2 1 1 2 1
1

1
1 1 1 2 1 2 1 1 1 2 1 212

1
1

1 1 2 1 1 1 1 2 2 2 1 212

1
1

1 1 112

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n
n

n n n n nn

n

n

n n n n nn

n

n

n

n

f f f r r r

n a

n a

n a

aaaaaa    

a β a β a β a β a β a β

a β a β a β a β a β a β

β a β a

− −

−

− − − − −−

−

− − − − −−

−

−

⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅

∆
   = ⋅ − − − ⋅ ⋅ − − −   

∆
   = ⋅ − − − ⋅ ⋅ − − −   

∆
= ⋅ − −

 

  

  

( ) ( ) ( )( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

2 1 1 2 1 2 2 2 1

1
1

1 2 21 22

1
1

1 2 2 4 2 

1 ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) .

n n n n n

n

nn n
nn

n

nn n
n

f f f
nan a

f f f
n a

β a β a β a β a

β β β

β β β

− − − − −

−

−− −

−

−− −

   − ⋅ ⋅ − − −   

∆
′ ′ ′= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

∆
′ ′ ′= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⋅

  





 

設 3 2( )f x ax bx cx d= + + + 為三次多項式函數，且 ( )f x′ 為其導函數，則 ( )f x 除以 ( )f x′ 的

特例 
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餘式為 ( )1 2
1

9
x

a
⋅ ∆ + ∆ ，其中 k∆ （ 1,2k = ）為下列表達式第一列與第 1k + 列所成之二階

行列式： 

3
2 2

3

a b
b c
c d

 
 
 
 
 

，即 ( )2
1

3
2 3

2 2
a b

b ac
b c

∆ = = − − 且 2

3
9

3
a b

ad bc
c d

∆ = = − 。 

再則，若 ,α β 為二次方程式 ( ) 0f x′ = 的根，則 

(1) 當 1 0∆ ≠ 時，
( )2

1 2
3

1

( ) ( )
243

f f f
a

a β
∆  ∆′⋅ = ⋅ − ∆ 

。 

(2) 當 1 0∆ = 時，
( )2

22 2
2( ) ( )

9 9 81
f f

a a a
a β

∆∆ ∆
⋅ = ⋅ = 。 

底下，我們將函數值的乘積用行列式的形式表達出來。 

引理 3： 

設 3 2( )f x ax bx cx d= + + + 為三次多項式函數， ( )f x′ 為其導函數， ( )f x 除以 ( )f x′ 的餘式

為 ( )1 2
1

9
x

a
⋅ ∆ + ∆ 。若 ,α β 為二次方程式 ( ) 0f x′ = 的根，則 

1

2 13

2

3 0
1( ) ( ) 2

243
0

a
f f b

a
c

ab
∆

⋅ = ⋅ ∆ ∆
∆

。 

證明 》 

設 ( )1 1 2
1( ) ( ) ( )

9
f x f x q x x

a
′= ⋅ + ⋅ ∆ + ∆ ﹐ ( )1 2 2

1( ) ( )
9

f x x q x R
a

′ = ⋅ ∆ + ∆ ⋅ + ，就 1∆ 是否為 0，

分別討論。 

(1) 當 1 0∆ ≠ 時，由前面的引理 1，得 2( ) 3 2f x ax bx c′ = + + 除以 ( )1 2
1

9
x

a
⋅ ∆ + ∆ 的餘式為

( )

1

2 12
1

2

3 0
1 2

0

a
R b

c

∆
= ⋅ ∆ ∆

∆ ∆
；另一方面，由餘式定理知 2

1

f R
 ∆′ − = ∆ 

。 

故再由前面的引理 2 及特例，得 

( ) ( )2 2 1
1 12

2 13 3 3
1

2

3 0
1( ) ( ) 2

243 243 243
0

a
f f f R b

a a a
c

ab
∆

∆ ∆ ∆′⋅ = ⋅ − = ⋅ = ⋅ ∆ ∆ ∆  ∆
。 
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(2) 當 1 0∆ = 時，此時 2
1( ) ( ) ( )

9
f x f x q x

a
∆′= ⋅ + ，於是 

( )
12

22
2 2 13 3

2

3 0
1 1( ) ( ) 3 2

9 243 243
0

a
f f a b

a a a
c

ab
∆

∆ ⋅ = = ⋅ ⋅ ∆ = ⋅ ∆ ∆ 
 

∆
。 

配合三次函數的圖形，我們有下面的結論： 

定理：（三次方程式根的行列式判別） 

設 3 2( )f x ax bx cx d= + + + 為實係數三次多項式， k∆ （ 1,2k = ）為下列表達式第一列與

第 1k + 列所成之二階行列式： 

3
2 2

3

a b
b c
c d

 
 
 
 
 

，即 2
1

3
6 2

2 2
a b

ac b
b c

∆ = = − 且 2

3
9

3
a b

ad bc
c d

∆ = = − ， 

則我們有下列方程式實根個數的判別： 

(1) ( ) 0f x = 有三個相異實根  

1

2 1

2

3 0
2 0

0

a
a b

c

∆
⇔ ⋅ ∆ ∆ <

∆
。 

(2) ( ) 0f x = 有重根（二或三重根）  

1

2 1

2

3 0
2 0

0

a
b
c

∆
⇔ ∆ ∆ =

∆
。 

(3) ( ) 0f x = 有一個實根及兩個虛根  

1

2 1

2

3 0
2 0

0

a
a b

c

∆
⇔ ⋅ ∆ ∆ >

∆
。 

證明 》 
2( ) 3 2f x ax bx c′ = + + ，並設 ,α β 為 ( ) 0f x′ = 的根。 

(1) 由 ( ) 0f x = 有三個相異實根  ( ) ( ) 0f fα β⇔ < ，由前面的引理 3，得 

( ) 0f x = 有三個相異實根  

1

2 1

2

3 0
2 0

0

a
a b

c

∆
⇔ ⋅ ∆ ∆ <

∆
。 

(2)、(3) 理由同(1)。 
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底下，我們舉些實例（實係數方程式）來說明上述定理的用法。 

例題 1： 3 0x Ax B+ + = 有三個相異實根  3 24 27 0A B⇔ + < 。 

令 3 2( ) 0f x x x Ax B= + + + ﹐ 2( ) 3 0f x x x A′ = + + ， 

     由 k∆ 的表達式：

3 0
0 2

3
A

A B

 
 
 
 
 

，得 1 6A∆ = ﹐ 2 9B∆ = ， 

     由判別式

3 6 0
0 9 6 0

0 9

A
B A

A B
< ，得 ( )2 39 27 4 0B A⋅ + < ， 

     故 3 0x Ax B+ + = 有三個相異實根  3 24 27 0A B⇔ + < 。 

例題 2：設 3 22 0x x x k+ − + = 有三個相異實根，求 k 的範圍。 

令 3 2( ) 2f x x x x k= + − + ﹐ 2( ) 3 4 1f x x x′ = + − ， 

     由 k∆ 的表達式：

3 2
4 2
1 3k

 
 − 
 − 

，得 1 14∆ = − ﹐ 2 9 2k∆ = + ， 

     由判別式

3 14 0
4 9 2 14 0
1 0 9 2

k
k

−
+ − <

− +
，得 

     2 34 14 7 34 14 727 68 8 0
27 27

k k k− − − +
+ − < ⇔ < < 。 

在上面的例題 2 中，函數 3 2( ) 2f x x x x k= + − + 的臨界點為
2 7

3
− ±

（並非如教科書舉例

臨界點為有理數般簡易），此時
2 7

3
f
 − +
  
 

﹐
2 7

3
f
 − −
  
 

不易計算；另一方面，也可

以透過平移的方法將 ( )f x 化成形如例題 1（缺平方項）的形式

32 7 2 34( )
3 3 3 27

f x x x k   = + − + + +   
   

，然後利用例題 1 的結果求解。 

例題 3：設 3 23 1 0x x kx− + − = 有三個相異實根，求 k 的範圍。 

令 3 2( ) 3 1f x x x kx= − + − ﹐ 2( ) 3 6f x x x k′ = − + ， 

Sol 

Sol 

Sol 
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     由 k∆ 的表達式：

3 3
6 2

3
k

k

− 
 − 
 − 

，得 ( )1 6 3k∆ = ⋅ − ﹐ ( )2 3 3k∆ = ⋅ − ， 

     由判別式

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )2

3 6 3 0

6 3 3 6 3 9 3 4 15 0

0 3 3

k

k k k k

k k

⋅ −

− ⋅ − ⋅ − = − ⋅ + <

⋅ −

，得
15
4

k < − 。 

關於底下例題 4，一般的解題步驟如下： 
(1) 畫出三次函數 3 2( ) 8 6f x x x= − − 的圖形。 
(2) 求出過原點且與 3 2( ) 8 6f x x x= − − 圖形相切的直線（有三條）。 

(3) 由三次函數圖形與上述切線判斷 k 值的範圍。 

在高中教學現場，筆者吃足苦頭，現在有了行列式判別，終於可以避開函數作圖來處理

底下問題。 

例題 4：設 3 28 6 0x x kx− − − = 有三個相異實根，求 k 的範圍。 

令 3 2( ) 8 6f x x x kx= − − − ﹐ 2( ) 3 16f x x x k′ = − − ， 

     由 k∆ 的表達式：

3 8
16 2

18
k

k

− 
 − − 
 − − 

，得 ( )1 2 3 64k∆ = − ⋅ + ﹐ ( )2 8 54k∆ = − + ， 

     由判別式

( )
( ) ( )

( )

3 2 3 64 0

16 2 4 27 2 3 64 0

0 2 4 27

k

k k

k k

− ⋅ +

− − ⋅ + − ⋅ + <

− − ⋅ +

，得 

     ( )
( ) ( ) ( )

2
3 3 64 0

2 16 4 27 3 64
13 7 13 7 13

k
k k

k k k

+
− ⋅ − + +

− + ⋅ + ⋅ +
 

     ( )
3 3 64 0

4 13 16 4 27 3 64
1 7 7

k
k k k

+
= − ⋅ + ⋅ − + +

− −
 

     ( ) ( )236 13 3 255 0k k k= − ⋅ + ⋅ + − < ， 

     即 ( ) ( )213 3 255 0k k k+ ⋅ + − > ，解得
3 7 21 13

2
k− −

< < − 或
3+7 21

2
k −
> 。 

     故若 3 28 6 0x x kx− − − = 有三個相異實根，則
3 7 21 13

2
k− −

< < − 或
3+7 21

2
k −
> 。 

Sol 
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上面例題 3、4 的顯著差異為「 1 2,∆ ∆ 的比值是否為常數」，其幾何意義可解讀為 
函數 3 2( )f x ax bx kx d= + + + （ , ,a b d 為定數）的圖形在其反曲點的切線是否通過原點。 
在例題 3 中，過原點與函數 3 23 1y x x= − − 圖形相切的直線如下圖， 

 
例題 5：設方程式 3 2 1 0x kx kx+ + − = 有重根α ，求 k 的值。＊註＊ 

令 3 2( ) 1f x x kx kx= + + − ﹐ 2( ) 3 2f x x kx k′ = + + ， 

     由 k∆ 的表達式：

3
2 2

3

k
k k

k

 
 
 
 − 

，得 ( )1 2 3k k∆ = − ⋅ − ﹐ ( )2
2 9k∆ = − + ， 

     由判別式

( )
( ) ( )

( )

2

2

3 2 3 0

2 9 2 3 0

0 9

k k

k k k k

k k

− ⋅ −

− + − ⋅ − =

− +

，得 4 218 27 0k k− − = ， 

     解得 2 9 6 3k = ± （取正），故 9 6 3k = ± + 。 

     另一方面，由 ( )f x 除以 ( )f x′ 的餘式為 ( )1 2
1

9
x

a
⋅ ∆ + ∆ ，得 1 2 0α∆ + ∆ = ，故 

( )
( )

( )( )
( )

( ) ( )
( )

( )

2 2 2
2

2 2
1

9 9 31
2 3 2 9

6 3 3 1 3 3 3 2 3 2 31
2 9 6 3 6 3

1 1 3 2 3 ,
2

k k k k
k k k k

α
+ + +∆

= − = − = − ⋅
∆ − ⋅ −

⋅ + ⋅ + ± +
= − ⋅

+ ⋅

= − ⋅ + ±

 

      所以，當 9 6 3k = + 時，重根 ( )41 1 3 12
2

α = − ⋅ + + ； 

Sol 
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            當 9 6 3k = − + 時，重根 ( )41 1 3 12
2

α = − ⋅ + − 。 

最後，我們討論特殊三次方程式 ( ) 0f x = （當 ( )f x 圖形在反曲點之切線通過原點）有三

個相異實根的條件。 
引理 4： 

設 3 2( )f x ax bx cx d= + + + 為三次多項式函數。 

(1) 設 ( ), ( )P t f t 為函數 ( )f x 圖形上的點，若 P 與原點連線為函數 ( )f x 圖形的切線，則 t

滿足方程式 3 22 0ax bx d+ − = 。 

(2) 若函數 ( )f x 圖形的反曲點之橫坐標滿足方程式 3 22 0ax bx d+ − = ，則
3

227
bd

a
= 。 

(3) 函數 ( )f x 圖形在反曲點之切線通過原點  
3

227
bd

a
⇔ = 。 

證明 》 

2( ) 3 2f x ax bx c′ = + + ﹐ ( ) 6 2 6
3
bf x ax b a x
a

  ′′ = + = ⋅ − −  
  

， 

(1) 過 ( )3 2,P t at bt ct d+ + + 與函數 ( )f x 圖形相切的直線方程式為

( ) ( )( )3 2 23 2y at bt ct d at bt c x t− + + + = + + − ，即

( ) ( )2 3 23 2 2y at bt c x at bt d= + + − + − ，此與直線 ( )y f t x′= 為同一直線，故

3 22 0at bt d+ − = ，即 t滿足方程式 3 22 0ax bx d+ − = 。 

(2) 若函數 ( )f x 圖形的反曲點之橫坐標
3
bx
a

= − 滿足方程式 3 22 0ax bx d+ − = ，則

3 2

2 0
3 3
b ba b d
a a

   ⋅ − + ⋅ − − =   
   

，得
3

227
bd

a
= 。 

(3) 由(1)、(2)得函數 ( )f x 圖形在反曲點之切線通過原點  
3

227
bd

a
⇔ = 。 

推論 》 

設 3 2( )f x ax bx cx d= + + + 為三次多項式函數，若函數 ( )f x 圖形在反曲點之切線通過原

點，即
3

227
bd

a
= ，則 ( ) 0f x = 有三個相異實根  25 12 0b ac⇔ + < 。 
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證明 》 

由 k∆ 的表達式：

3
2 2

3

a b
b c

c d

 
 
 
 
 

，得 ( )2
1 2 3b ac∆ = − ⋅ − ﹐ 2 9ad bc∆ = − ； 

而由
3

227
bd

a
= ，得

( )23

2 1

3
9

3 3 6
b b acb bad bc bc

a a a
− −

∆ = − = − = = ⋅∆ 。 

於是
( )

1
2 21

1
2 1 1 1

2

1

3 03 0
5 12

2 2
6 12

0
0

6

aa
b acba b a b

a
c bc

a

∆
∆

∆ ⋅ +−
⋅ ∆ ∆ = ⋅ ⋅∆ ∆ =

∆ −
⋅∆

， 

故 ( ) 0f x = 有三個相異實根  25 12 0b ac⇔ + < 。 

（當 25 12 0b ac+ < 時， ( ) ( )( )2 2 2
1

12 3 9 5 12 0
2

b ac b b ac−
∆ = − ⋅ − = ⋅ − + < ） 

例如在例題 3 中，函數 3 2( ) 3 1f x x x kx= − + − 圖形在反曲點之切線通過原點（因為 ( )f x 的

常數項滿足
3

2

27 1
27 27

b
a

−
= = − ），故 3 23 1 0x x kx− + − = 有三個相異實根之充要條件為

25 12 45 12 0b ac k+ = + < ，即
15
4

k < − 。 

＊註：相對而言，欲求 k 使方程式 3 2 1 0x kx kx+ + + = 有重根α ，過程很平順，解得： 

      當 3k = 時，三重根 1α = − ；當 1k = − 時，二重根 1α = 且另一根為 1− 。 
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數學方法之一 ─ 

 
                                             

※ 楔子 》 

    1974 年某一天，我到台大數學系圖書館還書。旁邊有個同學也在還書，他還四本書，

我一時好奇瞄了一下，看到其中兩本，一本是《何謂實數》，一本是《類比計算機原理》。 
    何謂類比？查一下維基百科：類比或類推是一種將特定事物所附帶的訊息轉移到其

他特定事物之上的認知過程，且兩者不一定有實質上的同源性，其類比也不見得「合

理」。在記憶、溝通與問題解決等過程中扮演重要角色；於不同學科中也有各自的定義。 
這個同學是 楊柏因，國內的第一個資優生，楊維哲 教授常為他修剪鬍鬚，因為要見

蔣經國 先生。  

※ 關於數學學習，有人說方法比內容重要 》 

    最近因為 99 課程綱要的實施，高一上有 Lagrange 插值多項式，我們在許多地方看

到關於 Lagrange 插值多項式的討論。因此，我也想寫一下關於 Lagrange 插值法與中國

餘數定理的類比。這是數學的方法，高中生嘛，除了一直解題目之外，總要在學習精神

上提升一下。 

※ 中國餘數定理與 Lagrange 差值法的內容與類比 》 

    中國餘數定理源出於 三國 或 晉朝 時的《孫子算經》一書。其中有一題： 

「今有物不知其數，三三數之剩二，五五數之剩三，七七數之剩二，問物幾何？」 

以同餘式寫出（即求 x），滿足

2 (mod3)
3 (mod5)
2 (mod 7)

x
x
x

≡
 ≡
 ≡

，《孫子算經》給的答案是 23x = 。 

聯立一元一次同餘式，後世稱為「大衍」，其解法稱為「大衍求一術」，到 宋代 數學家

秦九韶 集其大成。 

中國餘數定理： 
設都大於 1，並兩兩互質的整數 1 2, , , nm m m ，且 1 2 nm m m m= × × × ，若 1 2, , , nr r r 都是

整數，則方程組

1 1

2 2

(mod )
(mod )

(mod )n n

x r m
x r m

x r m

≡
 ≡


 ≡


  有解。 

江慶昆／台中市衛道中學退休教師 
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Lagrange 插值法： 

1 2, , , nx x x 是不同的實數， 1 2, , , ny y y 是實數，則多項式 ( )f x 的方程組

1 1

2 2

( ) mod ( )
( ) mod ( )

( ) mod ( )n n

f x y x x
f x y x x

f x y x x

≡ −
 ≡ −


 ≡ −


  有解。 

（註：由餘式定理 ( ) mod( )i if x y x x≡ − ，即 ( )i if x y= ） 

兩者的證明在代數或初等數論的教科書中都可以找到，這裡只是想呈現兩者的共同處，

所以各舉一例說明。 
例題 1：設 2(mod 3), 3(mod5), 2(mod 7)x x x≡ ≡ ≡ ，求 x =？ 

由題意可知

3 2

5 3

7 2

x

x

x

 −


−
 −

33

33

33







 

     設 3 5 7 3 5 5 7 3 7x t a b c= × × + × + × + × ，代入○1E

A中得3 35 2b − ，取 1b = ， 

     x代入○2E

A中得5 21 3c − ，取 3c = ， 

     x代入○3E

A中得7 15 2a − ，取 2a = ， 

     所以 ( )105 30 35 63 105 128 105 1 23x t t t= + + + = + = + + ，故 x的最小值為 23。 

例題 2：若多項式 ( )f x 滿足 (1) 4, (2) 9, ( 4) 39f f f= = − = ，則 ( )f x =？ 

由題意可知

1 ( ) 4

2 ( ) 9

4 ( ) 39

x f x

x f x

x f x

 − −


− −
 + −

33

33

33







 

     設 ( )( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) 1 2 4 ( ) 1 2 2 4 1 4f x x x x q x a x x b x x c x x= − − + + − − + − + + − + ， 

代入○1 中得 ( )( ) ( )( ) 41 2 4 4 1 2 1 4 4 0
5

x b x x b b− − + − ⇒ − + − = ⇒ = − ， 

同理，代入○2 中得
9
6

c = ；代入○3 中得
39
30

a = ， 

     最低次的多項式為 ( )( ) ( )( ) ( )( )39 4 91 2 2 4 1 4
30 5 6

x x x x x x− − − − + + − + ， 

     乘開化簡為 22 3x x− + 。 

我們注意到的是例題 1 與例題 2 中解法的共同處，也就是說「大衍求一，其術相同」。

所謂「術」，用現代的看法就是「演算法」，所以我們可以設計一個電腦程式來求解。現

代代數學，主要就是了解「代數結構」，整數� 與多項式 [ ]R x 的代數「結構」一樣，這

是中國餘數定理與 Lagrange 插值法可以做類比的原因。 

Sol 

Sol 
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※ 另一個類比：球面與圓是最佳類比 》 

例題 1： 

(1) 已知點 ( )3,5A ，圓 ( ) ( )2 2: 2 1 4C x y− + + = ，過 A作圓C 的切線，設切點為 ,M N ，求

直線MN 的方程式。 
(2) 已知點 ( )3,0,6A ，球面 ( ) ( ) ( )2 2 2: 3 4 4 10S x y z− + − + − = ，過 A作 S 的切線，則所有

的切線形成一圓，求包含此圓的平面方程式。 

圓C  球面 S  
包含切點的直線 L  包含切點所形成的圓的平面 E  
直線 L的方程式 平面 E 的方程式 

(1) 設 ( ),P x y 是MN 上的動點， 

         則 2 2OP OA OA OR OM r⋅ = × = =
 

， 

         亦即MN 的方程式為 

( )( ) ( )( )3 3 2 5 5 1 4x y− − + − + = 。 

      (2) 平面 E 的方程式為 ( )( ) ( )( ) ( )( )3 3 3 4 0 4 4 6 4 10x y z− − + − − + − − = ， 

         亦即 2 1 0y z− + = 。 

例題 2：設 S 為空間中一球面， AB 為其一直徑，且 AB =10，若 P 為空間中一點，使得  

       14=+ PBPA ，則 P 點的位置可能落在哪裡？                 〔94 年學測〕 

       (A)線段 AB 上  (B)直線 AB 上，但不在線段 AB   (C)球面 S 上   

       (D)球 S 的內部，但不在線段 AB   (E)球 S 的外部，但不在線段 AB 。 

空間中，滿足 14=+ PBPA 的 P 點是橢球， 

      但是橢球比較不好畫（而且也沒有必要）， 

      我們把問題轉化到平面上的橢圓， 

      橢圓的 2 14,2 10a c= = ， 

      所以 2 2 27, 5, 24a c b a c= = = − = ， 

      把橢圓
2 2

1
49 24
x y

+ = 與圓 2 2: 25C x y+ = 畫在一起， 

Sol 

Sol 
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圖形如右。 

      由圖形看出，橢圓上的點 P 有可能在 

      (1) 直線 AB 上，但不在線段 AB  

      (2) 圓C 上 

      (3) 圓C 的內部，但不在線段 AB  

      (4) 圓C 的外部，但不在線段 AB  

      (5) 但不可能在線段 AB 上 

      所以答案選(B)(C)(D)(E)。 

也就是說，我們作如是類比：球↔圓，橢球↔橢圓。 

※ 習作 》 

習作 1： 

圓 球面 

面積 2( )A r rπ=  體積
34( )

3
rV r π

=  

周長 ( ) 2L r rπ=  表面積 2( ) 4A r rπ=  

( ) ( )A r L r′ =  ( ) ( )V r A r′ =  

這是另一種類比，基本上是由二維推到三維。你可以從證明 '( ) ( )A r L r= ﹐ '( ) ( )V r A r= 的

過程中看到兩者的類比關係。 

習作 2： 
設 (0,0,0), (3,0,0), (0,6,0), (0,0,9)O A B C ，求四面體OABC 的內切球方程式。 

在坐標平面上考慮 (0,0), (3,0), (0,6)O A B ，求△OAB的內切圓方程式，然後推到球面。 

 

答案是 ( ) ( ) ( )2 2 21 1 1 1x y z− + − + − = 。 
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習作 3： 

試證
ln( 1) ln( )

1
n n

n n
+

<
+

，對所有大於 2的正整數 n都成立。 

設
ln( )( ) xf x

x
= ，則 2

1 ln( )( ) 0, 3xf x x
x

−′ = < ∀ ≥ ， 

     所以 ( )f x 在 3x ≥ 以後是遞減函數， 

     又 (1) 0f = ，所以 ( 1) ( ), 3f n f n n+ < ∀ ≥ 得證。 

原命題中，n是正整數、是離散的，好像要用數學歸納法作。定義一個連續函數 ( )f x ，

就可以使用微積分。 

※ 後記 》 

    實驗或觀察得到的數據是離散的（discrete），如何由離散的數據得到連續的

（continuous）函數，其方法叫做插值法，是研究自然界現象的一個重要的方法。給兩

個點，我們得到一條直線；給三個點，我們得到一個二次函數，…以此類推，就是 Lagrange

插值法。 

    另一個插值法的例子是關於 Gamma 函數 1

0
( ) t xx e t dt

∞ − −Γ = ∫ ；對一個正整數 n，我們

都知道 ( )( )! 1 2 3 2 1n n n n= − − × × ×3 。十八世紀初，數學家想知道如何去定義一個分數

的階乘，直到 1729 年，尤拉（Leonhard Euler 1707~1783）才解決這個問題：只要證明

( 1) ( )x x xΓ + = Γ 及 (1) 1Γ = ，就可以得到推論 ( 1) !n nΓ + = 。至於 尤拉 是如何找到 Gamma

函數的，http://www.maa.org/news/columns.html中 Ed Sandifer 教授（2007.9）的專欄 How 
Euler did It？的文章 Gamma the Function，可以找到。 

參考資料 
1. 九章編輯部（1990），數學發現，九章出版社，P.102 
2. 莫宗堅（1987），代數學(上)，聯經出版社，P.22 
3. 葉善雲（2010），Larange 插值法，龍騰數亦優，第 13 期，P.17 
4. 許志農（2004），中國剩餘定理，取

自 https://docs.google.com/viewer?url=http://math.ntnu.edu.tw/~maco/macobook/arith/8.
pdf 

Sol 

http://www.maa.org/news/columns.html
https://docs.google.com/viewer?url=http://math.ntnu.edu.tw/%7Emaco/macobook/arith/8.pdf
https://docs.google.com/viewer?url=http://math.ntnu.edu.tw/%7Emaco/macobook/arith/8.pdf
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利用直線參數式與克拉瑪公式 ─ 

 
                                             

※ 研究目的 》 

    試圖以直線參數式與克拉瑪公式，來探求兩歪斜線之公垂線段兩端點坐標的公式解

法。 

※ 研究過程 》 

    已知空間直角坐標系中，O為原點，兩歪斜線 1L 與 2L 分別通過點 1 1 1 1( , , )A x y z ﹐

2 2 2 2( , , )A x y z ， 1L 與 2L 的方向向量分別為 1 1 1 1 2 2 2 2( , , ), ( , , )d l m n d l m n= =
 

，試求 1L 與公垂

線的交點 1B 及 2L 與公垂線的交點 2B 坐標。 

一、建立二元一次聯立方程組： 
  1. ∵ 1 1B L∈ ﹐∴ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1( , , ),B x l t y m t z n t t= + + + ∈� ﹐ 

∵ 2 2B L∈ ﹐∴ 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2( , , ),B x l t y m t z n t t= + + + ∈�  

1 2 2 1 2 2 1 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 2 1 1( , , )B B x x l t l t y y m t m t z z n t n t⇒ = − + − − + − − + −


﹒ 

  2. ∵ 1 2 1B B d⊥


且 1 2 2B B d⊥


，∴ 1 2 1 0B B d⋅ =


且 1 2 2 0B B d⋅ =


。 

  3. 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2 1 2 1 2 2 1 1 1 2 1 2 2 1 1 1 2 1 2 2 1 1 1

1 2 2 2 1 2 2 1 1 2 2 1 2 2 1 1 2 2 1 2 2 1 1 2

0

0

B B d x x l t l t l y y m t m t m z z n t n t n

B B d x x l t l t l y y m t m t m z z n t n t n

 = ⋅ = − + − + − + − + − + −

 = ⋅ = − + − + − + − + − + −




  

    
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2
2 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 1 1

2 2 2
2 1 2 2 1 2 2 1 2 2 2 2 2 1 1 2 1 2 1 2

0

0

x x l y y m z z n t l l m m n n t l m n

x x l y y m z z n t l m n t l l m m n n

  = − + − + − + + + − + + ⇒ 
 = − + − + − + + + − + +  

 

    
1 2 1 2 1 2 1 1 1

1 2 2 2 2 2 1 1 2

0

0

A A d t d d t d d

A A d t d d t d d

    = ⋅ + ⋅ − ⋅       ⇒ 
    = ⋅ + ⋅ − ⋅       

    
    



1 1 1 2 1 2 1 2 1

1 1 2 2 2 2 1 2 2

t d d t d d A A d

t d d t d d A A d

    ⋅ − ⋅ = ⋅       ⇒ 
    ⋅ − ⋅ = ⋅       

    
    


 ﹒ 

二、利用克拉瑪公式求解： 

  1. 設 1d


與 2d


的夾角為θ，因 1d


與 2d


不平行，故 sin 0θ ≠ 。 

李維昌／國立宜蘭高中 
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  2. 
2 2 2 2 2

1 1 1 2 2
1 2 1 2 1 2

1 2 2 2

sin 0
d d d d

d d d d d d
d d d d

θ
 ⋅ − ⋅  ∆ = = − − ⋅ = − ≠  

   ⋅ − ⋅

         
    ﹐ 

    由克拉瑪公式得知 1 2( , )t t 恰有一組解， 

1 2 1 1 2 1 2 1 1 2

1 2 2 2 2 1 2 2 2 2
1

1 1 1 2 1 1 1 2

1 2 2 2 1 2 2 2

A A d d d A A d d d

A A d d d A A d d d
t

d d d d d d d d

d d d d d d d d

⋅ − ⋅ ⋅ ⋅

⋅ − ⋅ ⋅ ⋅
= =

⋅ − ⋅ ⋅ ⋅

⋅ − ⋅ ⋅ ⋅

     
     

       
       

 
 

﹐

1 1 1 1 2 1 1 1 2 1

1 2 2 1 2 1 2 2 2 1
2

1 1 1 2 1 1 1 2

1 2 2 2 1 2 2 2

d d d A A d d d A A

d d d A A d d d A A
t

d d d d d d d d

d d d d d d d d

⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= =

⋅ − ⋅ ⋅ ⋅

⋅ − ⋅ ⋅ ⋅

     
     
       
       

 
 

﹒ 

三、結論： 

  1. 

1 2 1 1 2

1 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 2

1 2 2 2

A A d d d

A A d d d
OB OA A B OA t d OA d

d d d d

d d d d

⋅ ⋅

⋅ ⋅
= + = + = +

⋅ ⋅

⋅ ⋅

  
   

   
   


    

﹒ 

  2. 

1 1 1 2 1

1 2 2 2 1
2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 2

1 2 2 2

d d d A A

d d d A A
OB OA A B OA t d OA d

d d d d

d d d d

⋅ ⋅

⋅ ⋅
= + = + = +

⋅ ⋅

⋅ ⋅

  
   
   
   


    

﹒ 

四、應用： 

    設空間二歪斜線： 1 2
11 5 7 5 4 6: , :

4 3 1 3 4 2
x y z x y zL L− + + + − −

= = = =
− − − −

，已知

1 2 1 2(4, 3, 1), (3, 4, 2), (11, 5, 7), ( 5, 4,6)d d OA OA= − − = − − = − − = −
   

，O為空間直角坐標系的原

點， 1 2 ( 16,9,13)A A = −


。試求 (1) 1L 與公垂線的交點 1B 。(2) 2L 與公垂線的交點 2B 。 

1 2

104 26 52 26 26 104 26 52
110 29 52 29 26 110 26 58

2, 2
26 26 26 26 26 26 26 26
26 29 26 29 26 29 26 29

t t

− −
− −

= = = − = = = ﹐ 

     1 (11, 5, 7) ( 2) (4, 3, 1) (3,1, 5)OB = − − + − ⋅ − − = −


﹐ 

     2 ( 5, 4,6) 2 (3, 4, 2) (1, 4,2)OB = − + ⋅ − − = −


﹒ 

Sol 
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※ 研究目的 》試圖以另類的方法來證明對數的一些性質。 

※ 研究過程 》以下探討的對數底數皆大於 0，但不等於 1；真數皆大於 0。 

性質 1： log log loga a ars r s= + ﹒ 

證明： ( ) ( ) ( )log loglog loglog log log log loga aa a r sr s
a a a a ars a a a r s+= ⋅ = = + ﹒ 

性質 2： log log loga a a
r r s
s

  = − 
 

﹒ 

證明： ( )
log

log log
loglog log log log log

a
a a

a

r
r s

a a a a as
r a a r s
s a

−  = = = − 
 

﹒ 

性質 3： log logn
m

aa

mb b
n

= ﹒ 

證明： ( )
log

loglog log log log
m ban

a
n n n

mbm n
aa a a

mb a a b
n

 
 
 

= = = ﹒ 

性質 4： log log loga a cb c b= ⋅ ﹒ 

證明： loglog log log logc b
a a a cb c c b= = ⋅ ﹒ 

性質 5： loglog
log

c
a

c

bb
a

= ﹒ 

證明： log

loglog log
logac

c
a c

c

bb b
a

= = ﹒ 

性質 6： log logb bc aa c= ﹒ 

證明： ( ) ( )log loglog log log logb b
b b b b

c ac a c aa b b c= = = ﹒ 

※ 結論 》利用 loga rr a= 的恆等式及指數律，即可證出以上六種對數的性質。 

 

李維昌／國立宜蘭高中 

對數性質的另類證法 
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若 0, 0, 0a b c> > > ，而且 1, 1a b≠ ≠ ，那麼
loglog
log

a
b

a

cc
b

= 。 

傳統證法：（楊維哲、蔡聰明、吳隆盛（2000.2），高中數學 2，三民出版社） 
     若 log , loga bb x c y= = ， 
     意思是 ,x yb a c b= = ， 

     於是 ( )yy x xyc b a a= = = ， 

     因此 loga c xy= ， 

     因而
log log
log

a
b

a

c xy y c
b x
= = = 。 

創意直觀證法：（李維昌（2008.2）） 

     ( )
log

log log loglog log
log

a
a a

c
b ab

b b
a

cc a
b

= = ﹒ 

對數換底公式的創意直觀證法 
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        （共有六題，除第四題 5 分外，其餘每題都是 7 分，總計 40 分） 

1. 如下圖所示： 

 

   求角度和 A B C D E F G∠ +∠ +∠ +∠ +∠ +∠ +∠ =             。 

2. 已知實數 ,a b滿足 a b≠ ，且 

2

2

4 1 0
4 1 0

a a
b b

 − + =


− + =
﹐ 

   求
1 1

1 1a b
+ =

+ +
            。 

3. 已知 2 1x x− − 是 3 2 1ax bx+ + 的一個因式，求b =             。 

4. 已知 2 3, 2 3a b b c− = + − = − ，求 2 2 2a b c ab bc ca+ + − − − =             。 

5. 已知實數 x滿足 

3 2 1 2 2x x− + − = ﹐ 

   求 x =             。 

6. 將 8 個正數排成一列，從第三項開始，每項都是前兩項的乘積，且第五項為 2，第八

項為 16 

 

   求第一項與第二項的和為            。 

 

1. 2. 3. 4. 5. 6. 

540°  1 2−  15 
3
8

 1 2+  

填充題 
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           （共有四題，總計 50 分） 

1. 設數列 na 的遞迴定義如下： 

1 1 11, 4 3 1n n n na a a a a+ += − + = （ 1n ≥ ）﹒ 
(1) 試將 1na + 項以 na 項來表示。 
(2) 試求 4a 的值。 
(3) 試寫出一般項 na （以 n的式子表示），並利用數學歸納法證明你的答案。 

（14 分） 
2. 設 ,a b是正實數，且 1, 1a b≥ ≥ ，比較 

1 1
1 1

A
a b

= +
+ +

 

與 

2
1

B
ab

=
+

 

的大小，並證明之。 
（12 分） 

3. (1) 證明

1 cos
3 4cot

24 sin
3 4

π π
π

π π

 + − 
 =

 − 
 

。 

(2) 求 cot
24
π

的精確值。 

（12 分） 
4. 利用每邊長度都是 1 的五邊形 ABCDE 十八個可以鑲嵌出邊長為 1 的正十八邊形，如

下圖所示： 

      
   求五邊形 ABCDE 的各內角度數。 

（12 分） 
 
 

計算證明題 
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1. (1) 1
3 1
4 1

n
n

n

aa
a+
−

=
−

﹒ 

(2) 代入 1
3 1
4 1

n
n

n

aa
a+
−

=
−

計算知道 

1 2 3
1 2 3, ,
1 3 5

a a a= = =  

   及 

4
4
7

a = ﹒ 

(3) 根據(2)可以猜測：數列 na 的一般項為 

2 1n
na

n
=

−
﹒ 

 
2. 實數 A與 B 的大小關係為 A B≥ ，證明如下： 

證明不等式「 A B≥ 」等同證明不等式 

( )( ) ( )2 1 2 1a b ab a b ab+ + + ≥ + + + ﹒ 

將上式乘開，消去共同項，得不等式 

( )2 2ab a b ab a b ab+ + ≥ + + ﹒ 

也就是證明不等式 

( ) ( )( )2 1 1 0ab ab a b ab− + + − ≥  

或不等式 

( )( )1 2 0ab a b ab− + − ≥ ﹒ 

利用 1a ≥ 及 1b ≥ 得 1 0ab − ≥ ，再利用算幾不等式 

2
a b ab+

≥  

得 2 0a b ab+ − ≥ ，證得上述不等式，即不等式 A B≥ 成立。 
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3. (1) 
2 1 coscos 2cos 1 cos 3 424 24 12cot

24 sin 2sin cos sin sin
24 24 24 12 3 4

π ππ π π
π

π π π π π π

 + −+  
 = = = =

 − 
 

﹒ 

(2) 因為 

cos cos cos sin sin
3 4 3 4 3 4

1 2 3 2 2 6
2 2 2 2 4 4

π π π π π π − = + 
 

= ⋅ + ⋅ = +

 

   及 

sin sin cos sin cos
3 4 3 4 4 3

3 2 2 1 6 2 ,
2 2 2 2 4 4

π π π π π π − = − 
 

= ⋅ − ⋅ = −

 

   所以 

( ) ( )2

2 61 4 6 24 4cot
24 6 2 6 2

4 4

4 6 2 6 2
2 2 3 6 .

6 2

π + + + +
= =

−
−

+ + +
= = + + +

−

 

 
4. 因為正十八邊形的中心是由 6 個 A∠ 環繞而成，所以6 360A∠ = °﹐即 60A∠ = °。 

觀察正十八邊形的頂點，發現其內角有 , 2 ,B C A D∠ ∠ ∠ +∠ 等三種表現方式，又正十

八邊形的內角度數為 

( )18 2 180
160

18
− × °

= °﹐ 

即 
160 ,2 160 ,60 160B C D∠ = ° ∠ = ° °+∠ = °﹐ 

解得 
160 , 80 , 100B C D∠ = ° ∠ = ° ∠ = °﹒ 

最後，由五邊形的內角和，得 

( )5 2 180A B C D E∠ +∠ +∠ +∠ +∠ = − × °﹐ 

解得 
540 60 160 80 100 140E∠ = °− °− °− °− ° = °﹒ 
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動動手手玩玩數數學學  
許志農／台灣師範大學數學系 

 

如圖所示，在正方形 ABCD上

畫兩個圓弧：一個是以 B 為圓

心，線段 BA為半徑所畫的四

分之一圓，另一個是以線段     

        AB 的中點為圓心，線段 AB 為   

        直徑所畫的半圓；又 ,F E是兩

個圓弧上的點，而且 , ,B E F 三點共線。  

 

令 1, 2, 3DAF FAE EAB∠ = ∠ ∠ = ∠ ∠ = ∠ ﹐

4ABE∠ = ∠ ，請完成以下四道題目： 
(1) 1 2 3∠ +∠ +∠ =        。 
(2) 4∠ =        1∠ 。 
(3) 3 4∠ +∠ =        。 
(4)證明 1= 2∠ ∠ 。 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

〔玩鎖‧玩索〕  

    這道問題取自陶哲軒十五歲時所寫的一

本書《解題‧成長‧快樂－陶哲軒敎你學數學》。

陶哲軒 是 澳大利亞 裔的華人，九歲得國際數

學奧林匹克銅牌獎，十歲得銀牌獎，十一歲得

金牌獎。陶哲軒 更在三十歲時（2006 年）獲

得有「數學諾貝爾獎」之稱的「費爾茲獎」，

這個獎每四年才頒發一次，且要求得獎者不得

超過四十歲。 

    幾何題目用解析方法來解，有時很繁雜，

所以有些人稱這樣的解法是暴力法。陶哲軒

顯然不怎麼欣賞這樣的解題途徑，他在這本書

的 

第一版序言寫道「…把一個漂亮的、簡潔的幾

何題用解析幾何敎科書的方法變成醜陋怪物

般的方程來解，就不會給予我們成就感。」 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

遊戲 53 

☆☆☆ 
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將邊長為 1 的正方形分割成五個

矩形，如下圖所示： 

 

若四個外圍矩形的面積都相等，則證明內部的

矩形也是正方形。 

 

〔玩鎖‧玩索〕  

    這是《環球城市數學競賽》的考題，也

被陶哲軒收錄在他十五歲所寫的那本《解題‧

成長‧快樂－陶哲軒教你學數學》書裡。這道

問題的賣點在「面積相等可以推得內部的矩形

為正方形嗎？」 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

島上有13隻紅色變色龍、15隻藍

色變色龍、17隻綠色變色龍。如

果兩隻不同顏色的變色龍相遇，  

           牠們都變成第三種顏色（一隻紅  

           色變色龍與一隻藍色變色龍相遇   

           時，牠們都變成綠色變色龍），

而且這是牠們唯一變色的機會。 

 

試問：所有的變色龍能否最終都變成同一種顏

色？ 

 

〔玩鎖‧玩索〕  

    這也是《環球城市數學競賽》的考題，

也被陶哲軒收錄在他十五歲所寫的那本《解

題‧成長‧快樂－陶哲軒教你學數學》書裡。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

遊戲 54 

☆☆☆ 

遊戲 55 

☆☆☆ 
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設 , ,a b c 為正實數，考慮邊長

a b c+ + 的正方形，如下圖所示： 

 

 

 

 

 

 

提出對 

2 2 2 2 2 2a b b c c a+ + + + +  

與 

( )2 a b c+ +  

的大小看法，並證明你的結論。 

 

〔玩鎖‧玩索〕  

    這是九十六學年度交通大學數學系的大

學甄選入學考試試題，題目是想要考生在邊長

為 a b c+ + 的正方形上畫兩條曲線，然後比較

它們的大小。像這樣的證明方法就是所謂的

「無字證明」。 

遊戲 56 

☆☆ 
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動動手手玩玩數數學學~~破破解解秘秘笈笈
 

遊戲 49 

將 1642, 11, 4Y M D= = = 代入計算公式 

 

 

 

 

 

故 牛頓 出生於星期日。 

 

遊戲 50 

設南極 ( 1,2,1)A − ，北極 (3, 2,5)B − ，而地心

(1,0,3)O 是南北極連接線段 AB的中點，地球

儀的直徑為 

( ) ( ) ( )2 2 21 3 2 ( 2) 1 5 4 3AB = − − + − − + − = . 

(1) 設包含該地球儀南緯30°線的平面 E 與

AB相交於M 點。因為是南緯30°，所以

M 是 AO 的中點，即M 的坐標為 

1 1 2 0 1 3, , (0,1,2)
2 2 2

− + + +  = 
 

, 

   即平面 E 通過點 (0,1,2)M = 。 

   因為 (2, 2,2)AO = −


是平面 E 的法向量，所 

   以平面 E 的方程式為 

2 2 2
2 0 2 1 2 2 2 ,
x y z− +

= × − × + × =
 

    即包含該地球儀南緯30°線的平面方 

    程式為 1x y z− + = 。 

(2) 由(1)知道：通過點 P且與 AB垂直平面 1E
的方程式為 

( )6 62 1 6 4
2 2

7 .

x y z− +

   
= + − − + + +      
   

=

 

 

圓心O 至平面 1E 的距離為 

( )
2 2 2

1 0 3 7
3

1 ( 1) 1

− + −
=

+ − +
. 

畫個簡圖可以知道點 P 在北緯，且其度數

θ 滿足 

3 1sin
22 3

θ = = , 

即 30θ = °，故點P 位在北緯30°。 

 

遊戲 51 

甲、乙、丙、丁、戊、己六名考生坐六個位置，

一共有 6!種坐法。 

(1) 先讓甲、乙就坐，甲、乙兩考生的座位左

右相鄰的分布情形有 4 2! 8× = 種，即六名

考生坐六個位置後，甲、乙兩考生的座位

左右相鄰的坐法有 4! 8× 種。故甲看到乙答

案的機率為 

4! 8 8 4
6! 5 6 15
×

= =
×

. 

(2) 先讓甲、丙就坐，甲、丙兩考生的座位是

丙座位在甲座位前面的分布情形有3種，即
六名考生坐六個位置後，丙座位在甲座位

前面的坐法有 4! 3× 種。故甲看到丙答案的

機率為 

4! 3 3 1
6! 5 6 10
×

= =
×

. 

(3) 先讓甲、乙、丙就坐，甲、乙兩考生的座

位左右相鄰，又丙座位在甲座位前面的分

布情形有4種（仔細排排看，注意丙坐在第

一排的中央位置時），即六名考生坐六個

位置後，甲、乙兩考生的座位左右相鄰且

丙座位在甲座位前面的坐法有3! 4× 種。故

[ ]

( )

1642 1642 16421642 2.6 11 0.2 4
4 100 400

1642 410 16 4 28 4
2072
0 mod7 .

      + − + + × − +            
= + − + + +
=

≡
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甲看到乙，也看到丙答案的機率為 

3! 4 4 1
6! 4 5 6 30
×

= =
× ×

. 

 

遊戲 52 

從下圖中可知：入口有左一，左二，…，左五

等五個，而彈珠臺的彈珠降落的位置有

, , , , ,A B C D E F 等六處： 

 

 

 

 

 

 

 

 

如果在左一，左二，…，左五等五個入口各丟

入 52 32= （考慮五層滾輪的關係）顆彈珠，

那麼根據隨機原則，這些彈珠落在 , , , ,A B C D  

,E F 等六處的個數會依二項式定理的公式 

1,5,10,10,5,1（兩側請考慮牆壁阻擋問題），

如下表所示 

 A B C D E F 

左一 16 10 5 1 0 0 

左二 6 10 10 5 1 0 

左三 1 5 10 10 5 1 

左四 0 1 5 10 10 6 

左五 0 0 1 5 10 16 

總和 23 26 31 31 26 23 

因為一共投了5 32 160× = 顆彈珠，所以彈珠出

現在 , , , , ,A B C D E F 各個位置的機率分別為 

23 26 31 31 26 23, , , , ,
160 160 160 160 160 160

. 
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